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A SOROZAT ELSŐ KIADÁSÁNAK ELŐSZAVÁBÓL 


A műegyetemi oktatás és mérnöki továbbképzés évtizedek óta nehezen nélkülöz 
egy, a műszaki igényeknek megfelelő magyar matematikai példagyűjteményt. E hiányt 
felismerve, matematikai tanszékeink lelkes fiataljai az utolsó 2—3 évben több jegyzetet 
állítottak össze a matematikai gyakorlatok anyagából. Tovább enyhítette a hiányt Gjunter— 
Kuzmin időközben magyarul megjelent kiváló felsőbb matematikai példatára, bár ezt 
— magas színvonalára való tekintettel — elsősorban nem a műegyetemi, hanem a tudo- 
mányegyetemi hallgatók részére adatta ki a minisztérium. A probléma viszont teljes meg- 
oldást kívánt a hallgatók és a kezdő tanszemélyzet létszámának nagymérvű megnövekedése 
miatt. Ez utóbbi körülmény azt az újabb igényt támasztotta egy leendő példatárral szemben, 
hogy az a feladatokon és végeredményeiken kívül még bő megoldási útmutatásokat 1s 
tartalmazzon. Ugyanakkor több matematikai értekezleten szorgalmazták, a legmeggyő- 
zőbben dr. Alexits akadémikus professzor, hogy műszaki egyetemeinken alkalmazott 
műszaki matematikát oktassunk, és gyűjtsünk össze megfelelő műszaki alkalmazott anyagot. 


A minisztérium figyelmét ekkor felhívták néhány lelkes hallgató társaságában már 
korábban s hasonló szempontok szerint elindított gyűjtőmunkámra. A minisztérium azon- 
nal felkarolta kezdeményezésemet, megbízott egy Műszaki Matematikai Gyakorlatok, 
című példagyűjtemény terveinek, szerkesztési elveinek kidolgozásával, majd rövidesen a 
mű szerkesztésével — egyúttal biztosítva több matematikai tanszék néhány tapasztaltabb 
adjunktusának, illetve tanársegédjének közreműködését. 


Munkánk A. és B." része jórészt a matematikának a műszaki felsőoktatásban világ- 
szerte szokásossá vált fejezeteit tárgyalja, de a megszokott keretekhez képest egyeseket 
kibővítve, főleg a B. részben, a klasszikus műszaki matematika érintett fejezeteit. A sorozat 
C. része a modern műszaki matematika néhány olyan nagy jelentőségű fejezetébe nyújt 
et amelyek bevonulása a műszaki felsőoktatásunkba az utóbbi években megkez- 
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Munkánk első célja a szokásos tananyaggal kapcsolatban mindazt előadni, aminek 
műszaki egyetemeinken a helyesen, korszerűen, a műszaki igényeknek megfelelően vezetett 
matematikai gyakorlatokon szerepelnie kell. Esti és levelező oktatásunkban idevágó füze- 
teink esetleg még szélesebb körű felhasználásra is kerülhetnek. 


Munkánk második (de nem mellékes) célja gyakorlati és műszaki anyagot nyújtani 
a különböző tagozatokon a felsőbb éves nappali és esti hallgatók speciális matematikai 
oktatásához, a szakmérnöki továbbképző tanfolyamok és a Mérnöki Továbbképző Intézet 
rendszeres matematikai oktatásához, továbbá az igényesebb hallgatók, a fiatal matematikai 
és műszaki tanszemélyzet, a kutató és üzemi mérnökök és aspiránsok egyéni vagy csoportos 
továbbtanulásához. . 

E példagyűjteménynél viszonylag újszerűnek mondható célkitűzések megvalósítása 
szintén újszerű szerkesztési elveket kíván. Ennek megfelelően nem szorítkozunk, mint 
a legtöbb példatár, csupán feladatok és végeredmények közlésére. Ellenkezőleg, meg- 
kíséreltük fejezetről fejezetre végigvezetni a következő rendszert: a) elméleti összefoglaló ; 
b) bő magyarázat kíséretében részletesen megoldott, kisszámú jellegzetes mintapélda; 
c) az előbbiek alapján könnyen megoldható, csak végeredménnyel ellátott, nagyszámú 


§ A .sorozat köteteinek címjegyzékét lásd a 2. oldalon! 


öt 


gyakorló feladat ; d) esetleg rövid útmutatással ellátott és csak vázlatosan megoldott külön- 
leges (csillagos) példák; e) esetleg egyes bizonyítások vázlatos közlése a különleges példák 
között; f) végül műszaki alkalmazások bemutatása. E láncszemek véleményünk szerint 
jól szolgálhatják a matematikai elmélet és a műszaki gyakorlat összekapcsolásának ügyét. 
Megjegyzendő, hogy bizonyára nem mindenütt sikerült a rendszert teljes egészében meg- 
valósítanunk; olykor e sorrendtől is eltértünk. Í 

Az A. rész füzeteiben, prófesszorainkkal egyetértésben, eléggé óvatosan méreteztük 
a műszaki alkalmazások számát a többi példákéhoz képest. Erre késztetett az elsőéves hall- 
gatók műszaki ismereteinek hiányossága, valamint az e füzetekben közölt matematikai 
apparátus elégtelensége komolyabb műszaki problémák megoldásához. Még így is lénye- 
gesen bővebb műszaki példaanyagunk, mint az ismert példatáraké. 


A B. és C. rész füzeteiben — az olvasó egyre növekvő matematikai és műszaki isme- 
reteire támaszkodva — nagy bőségben tárgyalunk problémákat a klasszikus és modern 
műszaki matematika legkülönbözőbb ,. területeiről, amelyekben kézzelfoghatóan jelent- 
kezik a matematika és a technika egysége. 


A minisztérium és professzoraink tanácsát követve, bátran merítettünk a legkülön- 
bözőbb jó forrásokból, sokkal inkább törekedve az anyag gazdagságára és megbízhatóságára 
mintsem — példatárnál amúgy is szegényes sikert ígérő — eredetiségére. Természetesen 
szépszámú új feladatot is készítettünk. j 

A szemléltető anyag gondos szerkesztése és megrajzolása Gyurcsy Endre okl. villamos- 
mérnök kolléga érdeme. 

Ki kell. emelnem Egerváry akadémikus professzor számos szakmai megjegyzését 
és műegyetemi előadásait, amelyekből merített tanulságok nagymértékben emelik munkánk 
értékét. Állandó érdeklődésével és gazdag pedagógiai és módszertani útmutatásokkal volt 
segítségünkre Gallai professzor. Meg kell emlékeznem az Alkalmazott Matematikai Inté- 
zetről, amely modern könyvtárával és alkotó légkörével a gyűjtés legelejétől mindvégig 
támogatta munkánkat. . 

Végezetül munkánkat műszaki egyetemeink oktatóinak és-hallgatóinak ajánljuk. 
Használják fel e füzeteket a maguk, illetve a leendő mérnökök ezreinek képzésére! Észre- 
vételeikkel segítsék elő e gyűiteménv mielőbbi tökéletesedését! 


Budapest, 1952. szepvember 1. A SZERKESZTŐ 


A SOROZAT MÁSODIK ÉS HARMADIK KIADÁSÁNAK 
ELŐSZAVÁBÓL 


- 


Közel nyolc év munkájával — néhány kisebb jelentőségű módosítástól eltekintve 
az eredeti terv szerint — sikerült befejeznünk a Műszaki Matematikai Gyakorlatok c. 
sorozatot 25 kötetben. Munkaközösségünk céltudatossága és muríkakedve, a minisztérium 
és a Tankönyvkiadó kitartó támogatása, bírálóink értékes segítsége és nem utolsósorban 
egyre növekvő olvasótáborunk lelkes érdeklődése lehetővé tette az összes nehézségek 
leküzdését. Noha távolról sem tekinthetjük tökéletesnek, véglegesnek könyveinket, mégis 
az első kiadás befejezésekor a magyar műszaki matematikai felsőoktatás érdekében végzett 
odaadó munka jó érzése tölti el munkaközösségünket. j 

. Könyveinket a hazai szakemberek és szaklapok kedvezően fogadták, és számos hasz- 

nos észrevétellel, tanáccsal voltak segítségünkre. Köteteink az évek során több keleti és 
nyugati államba is eljutottak, 1958 nyarán pedig abban a megtiszteltetésben részesültünk, 
hogy a belgiumi Nemzetközi Mérnöki Matematikai Kongresszus vezetősége kiállította és 
idegen nyelvű, vetítettképes előadásban is bemutatta a teljes sorozatot, figyelemre méltó 
érdeklődés és elismerés mellett. 

1963-ban szükségessé vált a sorozat harmadik kiadásának megindítása. A második 
kiadású kötetek jó részének gyors elfogyása — éppen a matematikai programozás lineáris 
algebrai segédeszközeivel, ill; a síkbeli rugalmasságtan korszerű, komplex  függvénytani 
módszerével kapcsolatos bővítés után — kézzelfoghatóan bizonyítja a sorozat fejlesztésére, 
korszerűsítésére kitűzött célok és a megvalósításukra kifejtett erőfeszítések helyességét. 


Említésre méltó, hogy sorozatunk vagy egyes kötetei 1958 óta újabb külországban 
(PG a Szovjetunióban, NDK-ban, Jugoszláviában, Egyiptomban, USA-ban, Angliában, 
SZK-ban) és nemzetközi fórumon (pl. az NDK Matematikai Társulatának 1963. évi 
nemzetközi ülésszakán) tudtak helytállni és versengeni a hasonló rendeltetésű külföldi 
munkákkal. ; 
Ilyen kedvező adottságok között természetes, hogy lelkesen folytatjuk a sorozat 
fejlesztésének, korszerűsítésének nagy munkáját, ismét kérve ehhez a Minisztérium, a 
Kiadó és nem utolsósorban a műszaki olvasótáborunk buzdító, áldozatkész támogatását. 


Budapest, 1964. febr. I5. A SZERKESZTŐ 


ELŐSZÓ A SOROZAT NEGYEDIK KIADÁSÁHOZ 


A középiskolai és a műegyetemi tanterv újabban végbement jelentős változása, 
valamint az elektronikus számítástechnika széles előretörése folytán ez évben megindul- 
hatott az előző kiadások során a hazai műszaki olvasótáborban közismertté és kedveltté 
vált könyvsorozatunk alaposabb felfrissítésének és korszerűsítésének több éves periódusa. 
Ez számos kötetünk kisebb-nagyobb átdolgozásával, egyesek bővítésével, esetleg szűkíté- 
sével és néhány, eddig is szorgalmazott új kötet megjelenésével fog megvalósulni Karaink 
és a Kiadó örvendetes támogatásával. Sorozatunk immár közel 2 évtizedes eleven életútja, 
gazdag oktatási és kutatási tapasztalataink, az olvasók és az illetékesek ügypártolása kelle- 
messé teszi számunkra ezt a nagy munkát. 


Lectori salutem! 


Budapest, 1971. május I5. Dr. Fazekas F 
r. Fazekás Ferenc 


ELŐSZÓ A KÖTET ELSŐ KIADÁSÁHOZ 


. Az anyag, amelyet e könyv tárgyal, fontosságához képest viszonylag kis súllyaik 
szerepel műegyetemi oktatásunkban. A gyakorlat által felvetett problémák nagy részét 
ugyanis nem tudjuk zárt alakban megoldani; ehelyett legtöbbször csak közelítő megoldá- 
sokat adhatunk, amikór is a sorozatok és sorok legkiterjedtebben alkalmazott segédeszkö- 
zeink. Hozzá kell tennünk ehhez azt is, hogy e tárgykörből magyar nyelvű példatár nincs. 
A példatár összeállításánál ezért szem előtt kellett tartani, hogy a Természettudományi Kar 
hallgatói is használják majd. Emellett a gyakorlati szakemberek, mérnökök részéről is 
érdeklődtek már e kötet iránt. E szempontok magyarázzák a könyv terjedelmét. Meg kell 
azt is jegyeznünk, hogy a sorozat további kötetei, így különösen a közönséges és parciális 
differenciálegyenletekkel és a speciális függvényekkel foglalkozó kötetek is komoly sor- 
elméleti igényeket támasztanak. : 

Nehéz feladatot jelentett (és bizonyára nem sikerült kifogástalanul) a hatalmas példa- 
anyag legmegfelelőbb rendezése. 

Meg kell jegyeznünk, hogy az anyag elrendezésekor abból a feltevésből indulunk ki, 
hogy az olvasó az egyes feladatok kidolgozásában gyakran visszalapoz a paragrafus elején 
található elméleti összefoglalókhoz, illetve a kidolgozott mintapéldákhoz. Erre ennél a 
kötetnél azért ts szükség van, mert a feladatok kidolgozása e tárgykörben tipizálható a 
legnehezebben. Ezért a nehézséget egyrészt az eredménytárban szereplő számos útba- 
igazítással, másrészt az alkalmazható technika erős részletezésével és a feladatok ennek meg- 
felelő csoportosításával kíséreltük meg áthidalni. Ez utóbbi azonban kettős veszélyt rejt 
magában. Egyrészt az olvasó összetévesztheti a számítástechnikát szem előtt tartó csopór- 
tosítást a tudományos csoportosítással, másrészt elsajátítja ugyan a technikát, de nem 
szerez önállóságot annak eldöntésében, hogy mikor. melyik módszert kell alkalmazni. 
Ezért egyes paragrafusok bevezetőjében a kérdés feltevésével és az elvi problémák csopor- 
tosításával is foglalkoztunk, másrészt , vegyes gyakorló feladatok" stb. címszó alatt több 
paragrafusban olyan feladatokat is közlünk, ahol az olvasónak magának kell kiválasztania 
a megoldás módszerét is. 

Ehelyütt mondok köszönetet Freud Gézának, az MTA Alkalmazott Matematika: 
Intézet osztályvezetőjének, aki a kézirat átnézése folyamán számos megjegyzéssel, tanáccsal, 
néhány érdekes feladattal, jó néhány egyszerűsítő megoldással és a kézirat igen gondos 
lektorálásával nagyban emelte a kötet értékét, Fazekas Ferenc főszerkesztőnek, aki a példa- 
anyag elrendezésében támogatott, továbbá Szabó István tanárnak és Somogyi Endréné 
főiskolai hallgatónak, akik a technikai szerkesztésben nyújtottak segítséget. Köszönet illeti 
Gyurcsy Endre okl. villamosmérnök kartársat a nehéz szemléltető anyag gondos szerkesz- 
téséért és megrajzolásáért. i 


Budapest, 1954. október 20. A SZERZŐ 


ELŐSZÓ A KÖTET MÁSODIK KIADÁSÁHOZ 


A jelen második kiadás — néhány jelentéktelen módosítástól eltekintve — tmeg- 
egyezik az elsővel. Minthogy a téma súlya kétségtelenül nőtt a műegyetemi . tananyagban 
az utolsó tíz év alatt, ezért bátor vagyok könyvem új kiadását a műszaki olvasók szíves 
figyelmébe ajánlani. 


Budapest, 1965. április I5. A SZERZŐ 


ELŐSZÓ A KÖTET HARMADIK KIADÁSÁHOZ 


A most megjelenő harmadik kiadás új anyagrészeket nem tartalmaz ; a számítógépek 
mind szélesebb elterjedése következtében a tárgyalt téma egyes alkalmazási területekről 
visszaszorult, másoknál viszont rendkívül erősen előtérbe került. A példaanyag felfrissítés 
nélkül is érzékelteti az új alkalmazási területeket, ezért hasznosnak érzem az újabb kiadást, 


Budapest, 1971. május 15. , A SZERZŐ 


1, §. SZÁMSOROZATOK 


a) Intervallum-skatulyázás 


Definíció : Egy monoton növekvő 1xnat és egy monoton cöktenő 3y.t számsorozat 
intervallum-skatulyázást (jelben : 1x./y.t) határoz meg, ha 


l. az jxt sorozat bármely eleme nem nagyobb, mint az iynt sorozat ugyanazon 
:ndexű eleme, azaz 


pe 


xx S yx (k — 1, 2,3, . . .), ÉS 


2. a megfelelő (ugyanazon indexű) elémek különbségei, a td, sorozat elemet 
d, — ya — Xn) 0 sorozatot (zérus határértékű sorozatot) alkotnak, azaz 


lim d, gyéssei (yn — Xn) — 0. 


no 


. Azt az S számot, amelyet , valamennyi skatulya tartalmaz", azaz, amely n bár- 
milyen értéke mellett kielégíti a következő egyenlőtlenséget : 


nS£S S) 


az )xe/ynt skatulyázás magvának hívjuk. Megjegyezzük, hogy ehhez az.§ maghoz 
konvergál az 1xnt és az Íyal sorozat is. 

Numerikus számítások szempontjából nagy jelentőségű, ha egy sorozat határ- 
értékét, mint valamely skatulyázás magvát 1s elő tudjuk állítani, Megtörténhet ugyanis, 
hogy e határétéket nem tudjuk pontosan megállapítani (pl, számítástechnikánk még 
nem megfelelő, vagy esetleg a határérték nem racionális szám, illetve a jól ismert 
irracionális és transzcendens számok segítségével nem fejezhető ki véges alakban), 
ezért megelégszünk a határérték valamely jó közelítésével. Feltétlenül meg kell tud- 
nunk azonban becsülni az így elkövetett hiba nagyságát, ami intervallum-skatulyázás 
esetén igen könnyű. Ha pl. közelítés gyanánt az n-edik skatulyát meghatározó x, és y, 
érték számtani közepét fogadjuk el, akkor a hiba nem lehet nagyobb, mint 


[dal [In — Xal 
2 2 - I 


A gyakorlatban persze inkább így hangzik a feladat: Állapítsuk meg az !x,/y.t 
intervallum-skatulyázás magvát €-nál (e adott 1) kisebb hibával. Ekkor úgy járunk el, 
hogy megállapítjuk azon no(8) index értékét, amelyre már [xn —yn ]E28, és a 


határértéket az € . ene Jn ertékkel közelítjük. 
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Példák és feladatok 


1 3; 1 
: 1 x y 2 xy 
4 , — E ; yA KÖ e KENE KETKSEEÉT - 
l Legyen Omgxdy, és FA 7) azaz XI SZRBÉ az x és y szá 
mok , harmonikus közepe" ; továbbá 
x 3k- 2 x) xy, ty 
ne; ZET KETEt Yy2 — : 9 2 Beast e SERT 
2 Xn In — Xn TVn, 
Xn-ti1 — Xn ky, s; Ynrti 9 , ES 


a) Igazoljuk, hogy az így képzett (x,) és (yn) sorozatok intervallum-skatulyá- 
zást definiálnak, 7 


b) Számítsuk ki a skatulyázás magvát. 


Megoldás: x, az x és y számok ún. harmonikus közepe (amelynek reciproka 
számtani közepe az x és y reciprokainak) ; yi pedig x és y számtani közepe, Isrne- 
retes tény, hogy a harmonikus és a számtani közép is azon számok közé esik, ame- 
lyeknek a közepét képeztük, továbbá a számtani közép nagyobb, mint a harmoni- 
kus közép. i 

Az is ismeretes, hogy a geometriai közép a számtani és a harmonikus közép 
közé esik; hiszen a geometriai közép egyben geometriai közepe a számtani és a har- 


monikus középnek is : 
Ig - JT xty 2xXy 
x-by" 


Az eddig elmondottakból következik, hogy 


Bend 


xdaxdy ly. 


. Mivel pedig x, és yy segítségével éppúgy képezzük x,-t és yvo-t, mint ahogy x 
és y értékéből x-et és yy-et, ebből azonnal következik, hogy 
XI kese Si 


A gondolatmenetet ugyanígy folytatva, s a kapott egyenlőtlenségeket összevonva, 
kapjuk: 


SRE SS RAS AR S sg Sa S see SNS YE SN SY. 


Ebből kiolvashatjuk, hogy az (xs) sorozat valóban monoton növekedő, az (yn) 
sorozat pedig monoton csökkenő, és valamennyi x, kisebb, mint bármelyik y;: 


. 


kez pe 12 ese Niszeg Ted 2zessenisvak 


Könnyen megy annak igazolása, hogy a (d, — yn— xe) differencia-sorozat 
nullsorozat. 


PÉLDÁK ÉS FELADATOK : 1. § a) 1-4 11 


Ehhez csak azt kell meggondolni, hogy yn,i felezi xn és yn sstávolságát" a 
számegyenesen, számtani közép lévén; x,44 viszont bizonyosan x, ÉS Yn4z közé 
esik, hiszen  xn 2 Xn4.1 Ca Yns1 C Yar Ebből viszont azonnal következik, hogy 


da 


dai — War — fax) C 2 : Ugyanis 


xaFY Yy.— Xn d 
dar1 —Yna1 — Xn418 Yn41 — Xn — M ráll XA vaz NI 2" 


Mivel az utóbbi reláció n minden értékére igaz, ebből a következőket olvashat- 
juk ki: I 
dn-1 d d di y-7Xx 


ú; ES EGT KLTE Ül sk vé Ba 


d, c 


Mivel pedig az e sorozat nullsorozat, még inkább az a nála kisebb 


(abszolút értékű) elemekből álló (d,) sorozat is. 


Az eddigiekben bebizonyítottuk, hogy a megadott (x,) és (y,) sorozatok eleget 
tesznek mindazon feltételeknek, amelyeket az intervallum-skatulyázásban szereplő 
sorozatoknak teljesíteniök kell, 


Kimutatjuk még, hogy az intervallum-skatulyázás magva az x és y számok 
geometriai közepe, 


Az eddigiekben kimutattuk ugyanis, hogy az x és y számok geometriai közepe 
egyben x, és yy — ennek következtében egyszersmind x9-é és ys-é stb. — geometriai 
közepe is; túlljuk ezenkívül, hogy két szám geometriai közepe a két szám közé esik. 

Jelekben: x, Hes Vx.yn 7 VXx2—1n-1 - Vass Vazze Spa EV 

A Vxy érték tehát valóban kisebb bármely y, elemnél, de nagyobb az x,-k 
bármelyikénél, így valóban a skatulyázás magva ! 

2.  — Határozzuk meg az előző feladat gondolatmenete alapján — kizárólag , racioná- 
lis" műveleteket végezve — [/15 értékét öt tizedesjegy pontosságig ! 


3. Igazoljuk, hogy az 


Xn T Yan 
Xat1 — Van Xn : NWSnri1 7 2 . 


a 


sorozatok :ntervallum-skatulyázást definiálnak, és határozzuk meg x,y — 3; yy —7 
esetén a skatulyázás magvát két tizedesjegy pontossággal. 


4. . Igazoljuk, hogy az 


1 
Xnt1 — VXnJn! JYati — 5 nti t ya) 


sorozatok intervallum-skatulyázást definiálnak, 
Számítsuk ki három tizedesjegyre a skatulyázás magvát, ha x, — 3; ya, — 10. 
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5, — Mutassuk meg, hogy az 


sszzstájle 1)1 e 
a ,. S 1 (7 -— 1, 2, 66 Jé b, Ezsit b. 5 1; b. sz [b -H 57. /. ; b zzz - EE ekzszblEt — 
1 


SezTes a 
9!" hé n 9 9y4. 


sorozatok intervallum-skatulyázást alkotnak, és határozzuk meg a skatúlyázás magvát ! 


Megoldás : Az (a, sorozatvalóban monoton növekedő íti. tágabb értelemben a nem 
csökkenő monoton sorozatot is monoton növekedőnek nevezzük). Tegyük fel, hogy a 
b, 2 1 relációt sikerült igazolnunk. Ebből azonnal következik, hogy b... nem 
nagyobb, mint b, (hiszen b, ,, az egynél nem kisebb b, és az egynél nem nagyobb 


; számtani közepe, s így a két szám nagyobbikánál bizonyosan kisebb). 
n ; I 
Ab, 2 1 relációt az 1. feladatban igazolt azon egyenlőtlenség alapján bizonyít- 
hatjuk be, amely szerint két pozitív szám geometriai közepe nem nagyobb, mint a 
számtani közepük. Tehát 


l 
bab 1—— 
j n—1 1 Z-T 
heg z [decz 7. 


n—-1 


Igazolnunk kell még, hogy az (a,) és 1b,) sorozatok különbségsorozata 0 sorozat 
Ehhez felhasználhatjuk az imént igazolt 


L . . ; 
b, z 1, azaz 38 s 1 relációt. Ugyanis 
n 
1 í " . 1 1 I 
da b0— a — 5 [Dacia rt 78 a. s 5 00-11-17 


1 1 d, 
5 hez ot) 5 gs) S : 


Ezek után könnyen igazolhatjuk, hogy d, — 0, és hogy a skatulyázás magva : 1. 


6. Igazoljuk intervallum-skatulyázással, hogy az a" —b egyenletnek a 5 0, 
b 50, de a:£ 1 esetén mindig van valós megoldása, 
7. — Számítsuk ki ennek alapján az 
a) ye b).. sajt e) 3? 
értékét két tizedesjegynyi pontossággal. 


b) Elemi sorozatok határértékének számítástechnikája 


a) Algebrai átalakítások, ]! Nagyon gyakran előfordul, hogy a tekintett szám- 
illetve egyszerű tételek fel- ( sorozat egyszerű algebrai műveletek, átalakítások, 
használása B E 54. 2 

átrendezések útján olyan sorozatokra vezethető 
vissza, amelyek határértéke ismeretes. Hogy az eredeti számsorozat határértékét szá- 
mithassuk, épp azokat a tételeket kell ismernünk, amelyek kimondják, hogy mi a kap- 
csolat a határértékek között. E tételeket foglaljuk itt röviden össze; hogy azután a 
feladatok kapcsán alkalmazásukat is begyakoroljuk. 


b) ELEMI SOROZATOK HATÁRÉRTÉKÉNEK SZÁMÍTÁSTECHNIKÁJA 13 


Az a), day . s ss dns... SOrozat legyen konvergens, határértékét jelöljük a-val; 
ugyanígy a konvergens jb,t sorozatét b-vel. Konvergensek ekkor a következő soroza- 
tok is: 

Ci — dai Tt bi; Cs — az t ba; 04.60? Cn— a, t ba; ... 


d. sara biz da S üz ébe aside Eü, — Da vs 
mess ártbiz MeszüssDezeses MAESÜG Dai bes 
di do dn 


és, ha b 5£ 0, akkor a 17—- pi da — 1 enn ÜST) 
1 


sorozat is (utóbbiban természetesen csak olyan n indexnél értelmezzük fenti módon 
az új sorozat elemét, amelynél b, 5 0), és határértékükre a következő igen egyszerű 
állítások érvényesek; 


j 5 ; a 
limc, —a tb; limd, —a—b; lm m —a-:-b, img —g 
no n60o0o0 n 00 no 


Igaz továbbá az az általánosabb tétel is, hogy — ha az f(x) függvény folytonos az 
x — a — lim a, helyen, akkor — a konvergens )a,! sorozat segítségével képezett 


tat — Hftandt 


sorozat is konvergens, és 
lim b, — lim f(a,) — f(lim a,) — f(a) . 
n-—poo n-— oo n— oo 


Ha egy konvergens (a, ) sorozatból kiválasztunk egy ún. részsorozatot oly módon, 
hogy : 

1. megadjuk a természetes számok egy monoton növekedő ny CT n, Ca nya 
dl ... LL NN; he ... sorozatát, és 

2. az (an) sorozat helyett az an; dan; dni v..3 nyi ses 
sorozatot tekintjük, akkor az így kapott részsorozat is konvergens, és határértéke egyenlő 
az eredeti sorozatéval, 

Átrendezett sorozatot kapunk az eredeti sorozatból, ha : 

1. Megadjuk a természetes számok egy tetszőleges sorozatátt ij; is; is; is; 
ee ez "ni; s a . (amelyben azonban egymással egyenlő elemek általában nem fordulhatnak 
elő, és minden természetes szám egyszer szerepel), majd: 

2. Az új sorozat első elemének tekintjük az eredeti sorozat ij-edik, második 
elemének a régi sorozat i,-edik stb. elemét. 


Az átrendezett 


z ú . e . 8 
di , ; di, ; d; , ; 90.609 di; ... 


sorozat is konvergens, és határértéke megyegyezik az eredeti soréval. 


E két legutóbbi állítás bizonyítása nagyon egyszerű; a konvergenciára adott definíciót 
kell csak felhasználni, és a második tétel esetében utánagondolni, hogy bármely k természetes 
szátnhoz megadható egy olyan N(k) index, hogy az első k darab természetes szám mind- 
egyike előforduljon az ij, ig, ís, . . e, ix természetes számok között. 
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8) Konvergencia és határ- 
érték vizsgálata foktz háges ál 
tani segédeszközökke 


Sorozatokkal kapcsolatos feladatoknál gyakran meg- 
esik, hogy az általános, az n-edik elem, a, explicite 
is megadott mint n függvénye. Ez esetben a konver- 
gencia vizsgálatát és a határérték megállapításának kérdését gyakran vissza tudjuk 
vezetni függvények folytonosságának, illetve határértékének vizsgálatára. Ez utóbbi 
feladat viszont sokszor könnyen végrehajtható, elsősorban azért, mert rendelkezé- 
sünkre áll a Bernoulli—L" Hospital-féle tétel, 


Tegyük tehát fel, hogy a, mint n függvénye van adva : a, — f(n). Ekkor: 


1 
.1. Ha az f(x) függvénynek van x — co esetén (illetve az fiz függvénynek 


x —, 0 esetén) határértéke, akkor az (a,) sorozat is konvergens, és határértéke egyenlő 
a függvényével. 


2. Ha f(x) jilletve ra) hatásszótándíessál azüköz ess ület eső 


akkor határozottan divérgens az (a,) sorozat is. 


3. Ha lim f(x) Jittetve Hz ms f 


X—poO 


5] nem létezik, ebből még nem következik, hogy 


az (an) sorozat divergens, een esetekben tehát az itt javasolt módszer érdemileg 
nem használhatól 


y) Határérték számítása 


A tok e ásik típusánál az n-edik ele 
egyenletmegoldással —— ] az (n-— 1)-edik, az (n— 2)-edik, ..., (n— 9) 


az (n — 1)-edik, az (n — 2)-edik, ..., (n — 9)- 
edik elern, és bizonyos számú állandó segítségével van kifejezve — ahogy mondani 
szokták — rekurziós képlettel, Amennyiben a rekurziós képlet n-től, azaz az indextől 
nem függ explicite, igen egyszerű módon számíthátó bizonyos esetekben a sorozat 
határértéke. A orozat konvergens" voltáról azonban e módszer általában nem ad 
felvilágosítást, először tehát valam lyen módszerrel arról kell meggyőződnünk, hogy a 


sorozat konvergens-e, Tegyük fel tehát, hogy az (x,j sorozat n-edik elemét a követ- 
kező rekurziós képlet szolgáltatja: 


Xn — f(x Xn—gy 9 sss Xn— 9) 


1 32 

ahol s rögzített számot jelent, f pedig nem függ (explicite) n-től. A z — fG,z, sét 2) 
egyenlet megoldásait jelöljük rendre zZ4, Za, . . .-vel. A (konvergensnek feltételezett) 
(xn) sorozat x határértéke egyenlő a z., z9, . . . számok egyikével, (Hogy melyikkel , 
"az a rekurziós képlet által meg nem határozott x4, Xa, . . ., x, elemek választásától is 
függ.) 


) 


ó) További, az ismert elemi s0- Ugyanolyan típusú vizsgálatokról lesz szó 
ilátés S ÉBÉVER vizsgálható mint az a)! részben, csakhogy azökát 
sorozato 


a sorozatokat 1s felhasználjuk, amelyekkel a 
B), illetve y) részben ismerkedtünk meg. 


PÉLDÁK ÉS FELADATOK : 1. § b) a) 1. j 15 


Példák és feladatok 


a. ] 1. Igazoljuk, hogy ha az; az; . . .; an; . . . 0 sorozat, akkor 
a) bármely részsorozata: a;, da;, ... 15 0 sorozat; 
b) tetszés szerinti átrendezéssel: a, ; aj; ... is 0 sorozathoz jutunk; 
c) ha véges számú elemét megváltoztatjuk, az új aj; az; az; ... sorozat 
ismét 0 sorozat ; 


d) ha található olyan n — n, index valamely adott (b, ) sorozattal kapcsolatban, 
hogy 
b.) Sla, hacsak n2 


no, akkor (b,) is 0 sorozat (a,)-nel együtt, 
2. Legyen b 5 1, illetve 0 Tb -— 1. Igazoljuk, hogy 


(a,— V5— 1) 


0 sorozat. 


Megoldás : Ha b 5 I, akkor [/d-t írjuk így fel: 


n 


V6—-17-x,. 


Mivel Vb51, azért 0 € Xn ; alkalmazhatjuk tehát az (1. pl. Szász Pál: Dif- 
ferenciál- és integrálszámítás I. 62. o. vagy Knopp: Unendliche Reihen 16. o.) 
ismert Bernoulli-egyenlőtlenséget : 


b -(VWY-iix9Y2Z1l-t ny, 


B szi fek 

tehát ka 8 Es De ap Vb—-1—14x4—1— xy 
b—-1 

így 0 mxa,s nr — 0, g. e. d. 


: ű 1 ; 
Ha viszont 0 7 b a l, akkor p- l, tehát az előző gondolatmenet alapján; 


1 
V6—-—-14 a; pp ÜtxNelt ny; 
S Vb 


1 
n 1 pp 1! 
Ses ezés és ezovsztzsz ; 
a — [/ l-k x, S AE E a TK 
tehát 
boa Li 
0€ als el 60, aeds 
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3. Legyen (x,) egy 0 sorozat és a 5 0. Igazoljuk, hogy az 
yi —a—-l;yo—art— ll; ...; yn — a" — 1; sg ő 
szintén 0 sorozat. 
4, fLegyen la] Z 1. Igazoljuk, hogy a? 6 0. 
5, Legyen Ja! 1. Igazoljuk, hogy na? ., 0, 
Megoldás : Írjuk fel ] a I-t így : 


1 
Ezzel 2 
1 1 
afele [-77—-a e ú 
1 n zza 
(se böjt 1) x" 
hiszen 
si zség sz 
(1 -k gt — 1-4 ax HEZ sa 4 MESSZE VESSE s ) TF... D 
S, TE TREE TÉS [a al gzése EGT Lda, elzászi JI. 
2 2 
I 1 2n 2 
úg Ég mé ua 4 Ge We 
ha "Can 2 15 EsslHTÁGTE ÉSE n(n — 1) x? TENTEL AL g.e.d 


6. — Legyen [a] l; a tetszés szerinti valós szám. Igazoljuk, hogy n?a? is 0 sorozat, 


b 
rA Legyen b5 1; 85 0. Igazoljuk, hogy az íy, — I sorozat 0 sorozat, 


Megoldás : A 7. feladatot a következőkben egyszerűen visszavezetjük a 6. fel- 
adatra: 
Tekintettel arra, hogy b 5 1; B 5 0, következik, hogy 


1 


. Ebből pedig az 1. §b) a) 6. feladatban igazolt tétel alapján azonnal következik, 
hogy nc" 0 sorozat, s így, bármilyen kicsiny számot jelentsen is e 5 0, az nc" sorozat 
elemei — valamilyen no (e) indextől kezdve — mindannyian kisebbek ennél az €-nál: 


n Te 
n"— gy e ha ng n, (e). 


Jelöljük "log n karakterisztikáját k-val; ekkor k S "logn c k-t-1,bk£nda bt), 
Ezekkel az értékekkel : 
dogn kiki kiFl kEl 


s sz 


k 3-1 
St (bi) (gk 


I (bb)kaa " 


PÉLDÁK ÉS FELADATOK : 1. § b) a) 2—14. 17 


Ha tehát n-et már úgy választom, hogy n 5 ny) — b", 


zet kt 1 


akkor az előző egyenlet szerint Ge 


2 b 2tene, 


Mivel pedig b? bizonyosan korlátos, e-t meg tudjuk választani úgy, hogy 
e" —bf.-e tetszés szerintien kicsiny legyen; de akkor 


ESSEN ha n5n —brC; g.e.d, 
n ú 
8. Legyen b 51, a 50, 8 5 0. Igazoljuk, hogy 
at azek dl —0,. ha n5Ö 00. 
9. Igazoljuk, hogy 
Üz 1) o 0, 


n 
vagy másképp Vn o], ha na oo. 


10. — Legyen (x,) olyan 0 sorozat, amelynek minden eleme nagyobb, mint —i1 
(xv 5 — 1), továbbá k 515150; p50, 


Igazoljuk, hogy 
a) a, —"og(14-x)o0. b5)Db,—- (EE 1) 60, 
c) za o álla a iz ől 
11. — Igazoljuk, hogy x, — z Inn — (Un) 6 558 
Megoldás : x, z Vnítn 4 1-— n ugyanis így is Eszes; 5; 


sza (eredni sin ét sen HÁ gasá ls (Vn) 
n — Vn(Vn41—Vn) —Vn(Vn3- 1 (2 TT TEJO ETTT 


KV ALA B 1 
7 —, d.e. de 
2 
KÉLESETTi "ae 


"12. Igazoljuk, hogy 


gt 
7 t Vn — Vn 6 0. 

13. Igazoljuk, hogy ha a, — a, és b, —s a, s egy harmadik sorozatunk van, amelynek 
bármelyik elemére teljesül a következő egyenlőtlenség : a, S c, S ba; akkor c, 6 a. 
14. Mutassuk ki, hogy az 

— Va EZZ VETT 
sorozat nullsorozat ! 
2 Műszaki matematikai gyakorlatok — 44231/VI. 
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15. Legyen a tetszés szerinti valós, B pozitív szám. Igazoljuk, hogy az 
I . (inln 1 


Yn EE : iné n 
sorozat 0 sorozat ! " 


16. Mutassuk ki, hogy 
4. 8 
a) n(Vnt3 4 — n3) 5 0. b) n2(Vnt— 4 — n?) - 0. 


c) n2(jnt 4— n3) — 2. 
17. Mutassuk meg, hogy 


sz-ban 9 zető lee 


sorozat is 0 sorozat! 


a) -az 


18. Igazoljuk, hogy az 


3 . 
a a a a 


sorozatok is 0 sorozatok, 


19. Igazoljuk, hogy az 


1 1 1 
a, — (In2— 1; a2— 2 n[145]— 7]; ...g a—n[m[14 


e. 
e 
e 


sgt 
Aa 


sorozat monoton növekvő 0 sorozat, 
Megoldás : a, így 15 írható: 


eleeéeéeeebe ene] 


93 ; u 
Tudjuk, hogy az lIn x függvény monoton növekedő, továbbá, hogy az t -k 7] 


Ín [ h 
sorozat tehát ezalatt (tekintettel arra, hogy In x az x— e hely környezetében folytonos) 


monoton növekedően az 1-hez tart. 


Felhasználva azt a tételt, mely szerint egy többtagú kifejezés határértékét a 
tagok összege adja, írhatjuk : 


1 
sorozat monoton növekedő módon tart e-hez, ha n —; 00", maga az l -k- 1. 


R 
ass sk Tá [13] ]-1-1-1 e g. ed, 


Teny 50 neo 


$ L. pl. az A. II. kötet 10. §-át, v. Knopp: Unendliche Reihen 77. e. 


PÉLDÁK ÉS FELADATOK : 1. § b) a)—8) a. 49 


b, — [21 T]) — ri 
n Vn 
sorozat 0 sorozat; 


B 1. Határozzuk meg az 
E , 
la, —n (en ezi pi 


20. Igazoljuk, hogy a 


sorozat határértékét. 
2. Mi a határértéke az 


1 1 
an őn 
sorozatnak ? 
3. Mi a határértéke az 


n 
ta, s. n(/a— 1) 
sorozatnak? (a 5 0.) 
Megoldás : n helyébe x-et írvat f(x) zzz x [Va — Íl 


Hogy a Bernoulti—L Hospital-szabályt használhassuk, f(x)-et kissé át kell alakí- 
tanunk: 


1 
zim a 8 Szi aex "2 
si 2 
f (x) özaei 1 9 lím f(x) ——- lim GGSSSEES (rjáltszáEs sz 1:]na, 
Éső x—poo Xx—poG beedétetetsl 
x xa. 
ez x 
Az fg) z — ze s x(/a— 0) 
x 


függvénynek tehát van határértéke x —, co esetben, 


A bevezetésben említett tételek értelmében a csak egész számú értékeken át 
változó , függvény"-nek, a,-nek így szintén van, és ugyanaz a határértéke: 


lim n(Va— 1) — In a. 


; An Rn 
Megjegyezzük, hogy az-n (Va — 1) — b, helyettesítésével: a sz c A B ig) . 


Az A, II, kötet 10. § 51. feladatában azonban kimutattuk, hogy a lim b, — b 
jelöléssel 8-Ro6 


ti 1] b," b - 
lim ( 4 TEZBG8 


98 
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Ha most akár azt igazoljuk, hogy az előbb definiált (b,) sorozat (amely azonos 
a feladatban szereplő (a,) sorozattal) egyáltalán konvergens, akár pedig azt, hogy az 
előbbi tétel megfordítható, azaz a i 


relációból következik az, hogy a (b,) sorozat könvergens, és lim b, — b, mindkét 
esetben így zárhatjuk vizsgálatainkat : Sage 


bon . b. lim ba 
az (145) ja— lim[14 sz eflfooe s 
n 1—po0 n 


A 
n 
ugyanekkor a—ena tehát In a — lim b, — lim n(Va— 1), s így a feladatot 
n po no § 
ezzel a módszerrel is igazoltuk, 
4. — A í(b,) sorozat pozitív elemű, konvergens, határértéke: lim b, — b -£ 0. 
Konvergens-e az Ezen 
ix, s n(/b,— 191 j 
sorozat, s ha igen, mi a határértéke ? Megfordítható-e ez a reláció, azaz az (x,) sorozat 
konvergenciájából következik-e a í(b,)-é? 
5. Mutassuk. ki, hogy 


n 


Vn 5 1. 


6. Igazoljuk, hogy az 


a) 


. a 
Maga 


sorozatok 0 sorozatok. 


7. Mutassuk ki, hogy az 
; a " a? a , a? 
e. zz ln cos 67 -- mi és a b, — n? an — n? G el. -k 3 raj) 


sorozatok is 0 sorozatok, 
8. Mutassuk ki, hogy a 


cher] 


9. Határozzuk meg az 


sorozat 0 sorozat, 


je 7 bos7 TA sin ai 
n n 


sorozat határértékét. 
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; 
10. Konvergens-e a 


b, — cos zsé 


xX 
v" . 009 Vn 


by — COSX; b. gs cos? 


sorozat, és mi a határértéke? 


y ] 1. Azl.§ b) y) bevezetésében kimondott tétellel kapcsolatban gyakran 
igen nehéz eldönteni, hogy a szóban forgó sorozat konvergens-e, viszont annál köny- 
nyebb annak a megállapítása, hogy a kérdéses egyenletnek vannak-e megoldásai. Ezért 
sok esetben nagyon jól használható a következő tétel: Az x — f(x) egyenletnek 
legyen xg az egyik megoldása, x, pedig az xg egy jó közelítő értéke (amit pl. grafikus 
szerkesztéssel állapíthatunk meg). Legyen f(x) az x, hely egy megfelelő környezeté- 
ben differenciálható, és teljesüljön az 


Ife)liSa9a1 


e — xi] 


reláció az xi — pasa alá alk ál NR L9E lt - intervallumban, 


Igazoljuk, hogy ékös az 
x2 f(x; 35— f(x; c; X4—Í(Xn) ze 


Ix2— xi] 
1 — ag 
vallumban az f(x) — x egyenletnek x, az egyetlen gyöke) az xo értékhez." 


sorozat konvergál, éspedig (ha az xy — S x S xy -t sei 1] inter- 


Megoldás : Ha az (xn) sorozat konvergens, konvergál a 


5 (X.. — 14) sorozat 


is és viszont. A Cauchy-kritérium szerint ez utóbbi égyökat alkot és csakis akkor 
konvergál, ha bármely A 5 0 mennyiséghez megadható az n, — no (e) index úgy, hogy 
S bármely értékére fennálljon a 


SES; ns 
Ő (er — 14 — Ő tk — 3 VIN 2 e — 1925 
kz-2 k:2n-3-1 


egyenlőtlenség, ha már n 2 n(e). Mi azt igazoljuk, hogy még az 


n4§ ns 
es DD ]Xxp— Xi 2] 2 (xx — Xr-1) (n 2 ny) 
k—n-t1 k—n-3-1 


egyenlőtlenség is fennáll, ha n-t megfelelően választjuk. Ugyanis 
I — x2l— [f(x — fe] ui [x2— xy fois aglxe— xi] 


a középértéktétel szerint, minthogy £, amely x, és xy között van, még biztosan benne 


kern ;$ Xp- teri intervallumban. De akkor xs is benne 


van az [a — 


s Vázlatosan Il. pl. Szentmártony T.: Felsőbb mennyiségtan, 337. o. 
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Xa — X x i j Í 
van még az [a sz e; Xx- a] intervallumban, minthogy 


1 
lxa— xi] S I1xs—xeltlxe—xiő (94 Dlxe— 1 €5——1x2— xil 


IX, — xs] SIf(xs) — frxJ I SI (s — xyftlévi s g] xs —x]S g?] xe — xi] 


IX2 — xi] 


1—g : 


minthogy £, az xs és xs között lévén, biztosan benne van még az xy — 


x.— xil . . só 
S£xSxit azal intervallumban. De akkor x, is benne van, minthogy 


]X4 —xls Ix4— xz1-k Ixs—xeltl]xe— xx] s (1 tat a9lxo—xil]s 


s azal j Így folytatva az okoskodást, azt kapjuk, hogy 


IXxxth1—XxxIS att ]x2— xb 


és még X4.4. 4 Is benne van a kérdéses intervallumban. Egért 


nkS a 1—gtt§-1 1—98 
bésékezg kő eztet ]I5-als 
sZ 1—g 1— ag 
a (1— 9572) , [xz— sal 
s d Ixe—x1]S 9 "heg ? 
tehát az 
e": (1— 9) 
n (e) — n) z og — 
o(€) — ny ea] j 


választás már megfelelő. 
2. Határozzuk meg az 


7 V2; ya. - [272 ; y- [2 r [2 1V25...3 9. —V2d yis 
sorozat határértékét. 


Megoldás : A sorozat korlátos voltát teljes indukcióval igazolhatjuk. Tegyük fel 
ugyanis, hogy y, Z 2; ekkor 


yxr1 VR ty. cV2t2—V452, 
tehát az yr44 C 2 reláció is teljesül. Mivel y, a 2, ebből következik, hogy 
y€2 (hc 1,2,7..). 


A sorozatnak tehát egyik (felső) korlátja 2. Mivel pedig a négyzetgyökök pozitív 
értékét vesszük figyelembe, egyik (alsó) korlát a 0. 


Az y, 2 2 relációból következik, hogy íy,) monoton növekvő sorozat, Ugyanis: 


Yk41 5 V2 ty Va Tt Vr — V2-y 5 Vk "Ik — Yk 
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Mivel az (y.) sorozat felülről korlátos, és morioton növekedő, bizonyosan kon- 
vergens, Határértékét megkapjuk tehát, ha az y — [24-y egyenletet megoldjuk. 


1-3 2 
ys 2 , y5- 17" 


A két gyök közül csak a pozitív y — 2 lehet a sorozat határértéke, miután a soro- 
zat egyik alsó korlátja a 0 volt : 
lim y, — 2. 


fly 00 
PA 


3. Egy sorozat n-edik elemét az n—1-edik segítségével így számíthatjuk ki 8 
n mat xi 
a milyen értékei mellett konvergens a sorozat, és mi a határértéke, ha x, — 0? 
4. Egy sorozat elemeit a következő módon képezhetjük: 
xi —4xo(l — xo); Xs — 4x(1l — X3 c. Xn —4Xxn-1(1— Xn. es 


A [0,1 zárt intervallumból választva xg értékét, mely xg értékekre lesz konver- 
gens a sorozat, és mi lesz a határértéke ? 


5. Legyen 


; Xs 0, 


a milyen értékeinél konvergens a sorozat, és mi a határértéke? , 


6. Legyen 
x, 7 Vat x-i; Xxo70. 


a milyen értékeinél konvergens a sorozat, és mi a határértéke ? 
rő Legyen 


X, enni Xo""- e. 


Xxo milyen értékeinél konvergens a sorozat; határozzuk meg xg — 2, illetve xy — 1,3 
esetben a lim x, értéket 3 tizedesjegy pontossággal, 


nos 


§. — a és ag mely értékeinél konvergens az 


1 


sasági a) , HA a  , 1 a 
wz [974]; Yy2— 9 vi ges yzat ,?e.. 
sorozat, és mi a határértéke ? 
9. a és b milyen értékeinél konvergens, és mi a határértéke az alábbi sorozatnakt 
a tt bxo . ad bx j a -- bx,, 


e ; Szaz SSSPSÉKESEETE Xa — 9.66. x Ezé. 
; b--axo "9"  bi6axz T"t  b4axy 
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10. — kés! mely értékei mellett konvergensek a következő sorozatok: 


k 


a) xo—l; xi — 12 a. 
n 


boss 03 Xn—1 — $ 9... 


1 -k Xo 
k k k 
b) yo— Il; y- Vo szal; Jas az EE Tuna gy s 3 ése 
Adjuk meg a határértéküket is. 
11. ag milyen értékei mellett konvergens és mi a határértéke az 


1 
dni dea a, 
sorozatnak? 
12. Mutassuk ki, hogy az 
a — 2 ; Xos1 


sorozat határértéke [/a. Me 
13. — Számítsuk ki ennek alapján [/10 értékét 4 tizedesjegyre, 
14. Igazoljuk, hogy az 


x — 1: xi — 200 TB. ., akt T32. . 
kemmázés Szt "EZEEY 7 TER EGES ... fsz, CET EGT ETEK 0... 
ME usdsle ab 3xödga TT Sz Fa 


gorozatnak is Va a határértéke, és számítsuk ki ennek alapján is [/10-et 4 tizedesjegy 
pontossággal, 


Mutassuk ki, hogy utóbbi sorozat köl zitlak konvergál a Va értékhez, mint az 
előző feladat sorozata. 


15. x mely értékei mellett konvergens az 
Xi — SÍN X; X9— SIN XI; ...; Xayi — SÍN XI? ss 
sorozat, és mi a határértéke ? 


16. Határozzuk meg négy értékes jegyre pontosan az 
. 1 
XxXx — 5 tg Xx 


egyenlet legkisebb pozitív gyökét. 
Megoldás : Az xga gyökhely egy jó közelítő értékét grafikusan határozhatjuk meg. 
Könnyen ellenőrizhető, hogy e hely környezetében a 
d (tg.x 


1 
sm ma! (1 -- tg2x) egynél nagyobb, s így az x, — 


tg Xn—1 
2 
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rekurziós formulával adott sorozat konvergenciáját nem tudjuk biztosítani, Viszont az 
egyenletet átrendezve 2x—tgx; x -—arctg 2x módon, a 

d 2 

kések 9.) eF 

dx tár 1822) 13- 4 x? 
differenciálhányados a gyökhely környezetében 1-nél kisebb, tehát valószínűleg alkal- 
mazható az 1. § b) y) 1. feladatban. igazolt tétel. Ennek részletes vizsgálatát és a közelítő 


értékek kiszámítását az olvasóra bízzuk. A hibabecslésre alkalmas a következő, áz 1. § 
b) y) 1. feladatának kidolgozása alapján közvetlenül érthető formula: 


n 
[limx,—x]l—llim S (x —x. yis 
n1—og n— oo sSZkaA 
n n ERRE 
slim S lx— sea —dim S tl] — gr [EZ . 
1909 2-k-1 n—300 7—k-1 — g 
17. Határozzuk meg az a 
x-2sinx 


egyenlet gyökeit négy értékes számjegyre pontosan, 


18. Keressük meg az 
x-exr—- 2 


egyenlet két gyökét három értékes számjegyre pontosan. 


Ö - 1. Konvergens-e az 
b gyz TB go záttág [ETT ró 


X1 — 


sorozat, s ha igen, mi a határértéke? (a50;5b-: 9 


hár A sorozat bizonyos mértékig az tn( Va — 1)! sorozatra, másrészről 
az HEG tHt- sorozatra emlékeztet. Meg kell kísérelnünk algebrai átalakításokkal 


ezek tra] kombinációjaként felírni a sorozatot, ezzel mindkét felvetett kérdésre 
választ tudunk adni. 


Xg 
gt. 


5 n(Va— 1 a a(6— ni 


s 11 gF-—- 


n 
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Ebben az alakban már felhasználhatjuk azt az A, II. 10. § 51,-ben megismert 
tényt, hogy [1 -- ri —eC, ha C, oC. 


Eredeti sorozatunk tehát konvergens, ha a 


éa 5In(Va — 1) -- (6 — DJ 


sorozat konvergens. ; s . 
Az 1.§ b) B) 3. feladatban igazoltak alaján ez azonnal következik, sőt a c — lim C, 


értéket is meg tudjuk adni : 1300 
ne ne 1 
c s lim BI (Va — 1 ) 3 n(V/b — D]- a (na lnb) —]Inp[a:b. 


[gy tehát dám EETSJ aaa páss, 


n—soo Y 


2. Mi a határértéke az 
1 1F-P I 1 1-p 
xi — [[—24?P]; x—211—[1- 5] [es x—n[1-[147 [e 


sorozatnak? (p valós szám). 


9 : 
3. Határozzuk meg az ?a, — [eost; HA sin 3 sorozat határértékét, a kö- 


vetkező átalakítást felhasználva: 


n 
n cos — J ú; 
s (1-- HE nsin? 3 
n n n 


4. Egy dugattyús szivattyú — amelynél a hasz- 
nos löketnek és a dugattyú átmérőjének szorzata: 
a , hasznos térfogat" V., káros tere [/ térfogatú 
— nyomószelepen át p, nyomáson tartott edény- 
nyel közlekedik. Szívószelepen át csatlakozik 
hozzá a V, térfogatú, ritkított gázt. tartalmazó 
tartály. Mekkora maximális ritkítást (minimális 
nyomást) tudunk elérni egyébként ideális kö- 
rülmények között (tömítések stb.), ha 

a) ideálisan adiabatikus viszonyok között 
dolgozik a szivattyú, és a gáz xi adiabatikus 
1. ábra állandójú; 
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b) ideálisan izotermikus viszonyok között működtetjük a berendezést (x — 1); 


c) a valóságos állapotnak megfelelő xg9-G xi politropikus állaridót veszünk 
figyelembe (1 2 Xg 2 x13 1. ábra). 


Megoldás : Tegyük fel, hogy a szivattyú n munkaperiódus után p, nyomást 
létesített a [/) térben, és a dugattyú épp az alsó holtponti helyzetben van ; ekkor a káros 
térben 9, térfogatú p, nyomású gáz van. Felfelé induló dugattyú esetén mindkét 
szelep zárva ván mindaddig, míg az adiabatikusan kiterjeszkedő V.9 térfogatú és p, 
nyomású gáz el nem éri a p, nyomást és V5, térfogatot. A négy mennyiség között az 
állapotegyenletnek megfelelően ekkor a következő az összefüggés: 


ség 
Pi" Vá — pa" Ván. Ebből: Ván— Vá: ai Va za [/. 
i n 


n 


Ekkor nyit a szívószelep, és a p, nyomású, V. -- Vas. , térfogatú gáz V, 4- V, t- V, 
térfogatúra tágul, miközben nyomása p, , 1-re csökken : 


pr(V. -k V, na — DPati (V. t V; Tt Vgys, 


pij" 
DP, VI. Fk V, ú8 20 
TV. Dan 


— Dai Vit Vat Voys, 


Mindkét öldalon x1-ik gyököt vonva és átrendezve : 


I Vo ez V. 17 i V; — 
DPn--1 ITT PPtezvazrv Pi fi 


Egyszerűbb írásmód kedvéért vezessük be a következő jelöléseket: 


Vi A Gal — 8 —  —bEI1; 


b a 1; Szeme leé jss 
SBS E EV, TEV.FTV; 


xi a a 
bVp1-B. Ezzel Vpnsi VAVPpa 3 B. 


Az itt megadott sorozat konvergenciaviszonyai a, A és B értékeitől függnek, 


a 
Az eredeti sorozat helyett tekintsük az x, — [/p, sorozatot, 
" Ekkor 3 
X.-41 tema Ax, 2 B. 


Utóbbi sorozat vagy monoton csökkenő vagy monoton növekedő, mert A 5 0- és 
B 5 0. Könnyű belátni, hogy JA]-z 1 esetén monoton csökkenő vagy monoton 


növekvő módon (x, értékétől függően) a 


E értékkez konvergál a sorozat lAl2 1 
esetén viszont divergens, 
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Ugyanis. x, 41 egy véges geometriai sor összegeként állítható elős. 
Xn41 — Ax, t B — A(4Ax,.) 1 B) 4 B — A?x, , 3 4B-- B — 


— AX(Ax,-s t B) 4 AB 3- B —...— A"t1 xy 4 AB 4 Ar—1 B --...4 AB 1-B — 
I — Ar 
- A xotB--—T — A " 


Utóbbi kifejezés konvergens, ha JA] — 1, divergens, ha JA] 2 1. Az x— Ax 3-B 
egyenlet megoldása, éppúgy mint az 


jan xotB kiss zi j határértéke, az állított érték (0 € A a 1). 
.y i i 

A c 1 azaz /——i—— —— — cl esetben az eredeti sorozat is konvergens, és határértéke: 

V. 4 V.-- V; ött 


Med 


ji s B a § 
p — lim p, — li: 7] , mert konvergens sorozat elemeit szabad hatványozni, az így 
n— co VET. 
kapott sorozat ismét konvergens lesz, és határértéke az eredeti sorozat határértéké- 
nek megfelelő hatványa. 


Az állandók értékét visszahelyettesítve, a minimális nyomás, ha a légszivattyú 
már végtelen sok fordulatot megtett: 


j V. Vpi 5 
; B Tf V V V 
p-— lim.p,, za ral — — e mm 
n1— vo 1 MERET 
V.tV2.d V; 
[: V5 Vpi 4 sssijj; la 
Ver V 5 V: ék 
1 - -? 
üj Va) 


Eszerint A — 1 feltét: ünk mindig teljesül; a minimális nyomás pedig annál 
kisebb, minél kisebb a pz :vomás, azaz minél jobb az ún. elővákuum, minél kisebb 
Vs, ——— holt-tér j 
V., — hasznos-tér 
vagyunk az ideálisan adiabatikus üzemhez. A b) és c)J-re a 3e7Eleket ezek után könnyű 
kidolgozni. 


hányados és minél nagyobb xx, azaz minél közelebb 


azt 


c) Sorozatok, amelyeknél különböző típusú határátmeneteket kell 
. szimultán vagy egymás után elvégezni 


Gyakran megesik, hogy olyan sorozatok konvergenciáját kell vizsgálnunk, amely- 
ben különböző típusú határátmenetek szerepelnek; így pl. előfordul, hogy a sorozat 
elemei több tagú, illetve több tényezős kifejezések, s az elemek indexével együtt a 
sorozat elemeit képező tagok, illetve tényezők száma is minden határon túl nő. Más 
esetekben a sorozat elemei két indextől függenek, pl. m-től és n-től, és a sorozat határ- 
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értékét keressük, miközben m is és n is — egymással bizonyos kapcsolatban maradva 
vagy esetleg egymástól függetlenül — minden határon túl nőnek. Megjegyezzük, 
hogy az elsőnek említett feladattípus általában visszavezethető a másik típusra. 
Mindenekelőtt azt rögzítjük, hogy ez esetben mit jelent pontosan a határátmenet 
művelete. Tegyük tehát fel, hogy egy olyan sorozat konvergens vagy divergens voltát, 
illetve határértékét kell megállapítanunk, amelyben az elemek két indextől függenek, 
más szóval a sorozat elemei két, csak egész értékeket felvevő mennyiség függvényei, 
Maga a feladat tartalmaz ez esetben olyan utasítást, amely ezen általánosabban meg- 
fogalmazott problémát visszavezeti a már megismert sorozatfogalomra. Lényegében 
a következő két előírás lehetséges: 


1. A két index egyikét kell , alapindexnek" tekinteni, és a másik index értékét 
úgy kell felvenni, hogy az meghatározott összefüggésben legyen az alapindexszel, 
pl. legyen annak adott többszöröse stb. 

2. Az egyik indexet, amelyet ismét alapindexnek nevezünk, valamely értéknél 
rögzítjük, és a másik indexet minden határon túl növeljük; ha így meghatározott határ- 
értékhez tart a sorozat, a határérték általában függ a rögzített indextől. Megvizsgál- 
hatjuk tehát, hogy az így kapott — egy indextől még függő — határértékek sorozata 
konvergens-e, s ha igen, mi a határértéke. 

Ezen feladatokkal kapcsolatban igen lényeges az a megjegyzés, hogy az előírást, 
amely a két indexet összekapcsolja, általában nem szabad megváltoztatni, mert így a 
konvergenciaviszony és elsősorban a határérték megváltozhat. 


A gyakorlatban elsősorban olyan sorozattípusokkal találkozunk, amelyeknél a sorozat 
elemei többtagúak, illetve több tényezőjűek. Ha csak véges számú tag vagy tényező for- 
dul elő minden elemben — pontosabban ez annyit jelent, hogy megadható egy olyan K 
szám, amelynél több tagot, illetve tényezőt a sorozat egyetlen eleme sem tartalmaz —, 
akkor az 1. § b) a) részben mondottakat felhasználhatjuk, azaz a ,,határátmenet"" művele- 
tét az alapműveletekkel sorrendre felcserélhetjük. Végtelen sokszor alkalmazandó alap- 
műveletek esetén (ez legtöbbször úgy jelentkezik, hogy a sorozat egyes elemeiben ugyan 
mindig csak véges számú alapművelet előírása szerepel, de nem adható meg olyan K, 
amelynél minden elem csak kevesebb tagot, illetve tényezőt tartalmazna — a tagok, illetve 
tényezők száma az n indexszel együtt minden határon túl nő) általában ném szabad a 
határátmenet-sorrendet önkényesen megváltoztatni, azaz pl. az alapműveleteket a határ- 
átmenettel felcserélni ; a határérték numerikus kiszámításának, illetve a konvergencia 
vizsgálatának kérdése többnyire elég nehéz. Az alkalmazható módszereket mutatjuk be 
ebben a részben. Megjegyezzük, hogy néhány feladatban a határátmenetek sorrendjének 
önkényes felcserélése miatt kapott helytelen eredményeket is feltüntettük, hogy illusztrál- 
juk az elmondottakat. ká . 


a) Elemi módszerek há itt közölt feladatokban az elemeket vagy algebrai 
alkalmazása átalakítások segítségével zárt alakban állítjuk elő, vagy 


. pedig olyan tagokból álló elemekkel helyettesítjük, amelyek 
határértékét számítani tudjuk, egyszersmind az eredeti és az új elemek különbség- 
sorozata 0 sorogat. Ennek következtében a két sorozat határértéke egyezik, A későbbiek- 
ben más — távolabb fekvő módszereket is meg fogunk ismerni, 


8) Többtagú elemekből álló sorozat A minden határon túl növő számú 
határértékének megállapítása az integ- ( tagból felépített elemekkel rendelkező 


sálszárnattás. segítségével sorozatok vizsgálatánál kialakult mód- 


szerek közül két — igen sok esetben 
sikerrel alkalmazható — eljárást ismerünk most meg. Az egyik — ismét függvénytani 
eszközöket segítségül hívó eljárás — lényegében olyan alakban rendezi át a sorozat 
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n-edik elemét, hogy az valamely határozott integrál egyik integrálközelítő összegének 
legyen tekinthető. Első esetben — amikor az n-edik elem egy határozott integrál vala- 
melyik iütegrálközelítő összegének tekinthető — a módszer használhaátóságának 
további szükséges feltétele, hogy n 6 co esetén az integrálközelítő összegek sorozata 
valóban a határozott integrálhoz tartson, azaz a beosztás úgy finornodjék minden 
határon túl, hogy a legnagyobb mértékű résztartomány hossza is egyenletesen a 
0-hoz tartson, I 

Ebben az esetben a határozott integrál értéke adja a sorozat határértékét, A soro- 
zat konvergenciájának azonban csak elégséges, de nem szükséges feltétele a határozott 
integrál létezése. Utóbbi ugyanis — mint tudjuk — csak akkor létezik, ha az integrál- 
közelítő összegek sorozata függetlenül a kezdeti beosztástól, a résztartományok belse- 
jében választott — és a függvényértéket meghatározó — pontok helyzetétől és a fino- 
mítás módjától ugyanahhoz a határértékhez tart. Ha azonban ez teljesül, akkor bizonyo- 
san ehhez konvergál a sorozat, mint az integrálközelítő összegek egy speciálisan válasz- 
tott sorozata is! 


7) A Toeplitz-tétel- ! Néhány olyan tételt mutatunk be itt, és gyakoroljuk be 
ör és alkalmazásai alkalmazásukat, amelyek segítségével igen sok összetett 


elemű (azaz az iridexszel együtt minden határon túl nö- 
vekvő számú 4 tagból, illetve tényezőből álló stb.) sorozatok konvergenciáját, illetve 
határértékét vizsgálhatjuk. A két alapvető tétel rövid fogalmazása: 


1. pGÉR tétele): Ha az (a,) sorozat konvergens, és határértéke : a, akkor a 


; Ta — — 023 ak ; sorozat (az elemek számtani közepéből alkotott sorozat) is konvergál 
a-hoz, zési egyébként visszavezethető a 4. feladatként közölt, a geometriai közepekből 
álló sorozat konvergenciására vonatkozó tétel is. 


A Toeplitz-tételkör többi tétele visszavezethető az alábbi — Toeplítztől származó 
— tételre: 


2. Legyen az XI, Xa .. ss; Xn; e ess SOTrOozat 0 soromat, ax 
d11 


dai dg2 


. e 


j d d 3 .... d n 
ún. együtthatómatrix pedig elégítse kí a következő két feltételt : 
a) Bármely oszlop elemei 0 sorozatot alkotnak, jelekben: Hm a,, sz 0 (bár- 
nee 
mely rögzített p-néb). 
b) Bármely sorban az együtthatók abszolút értékének összege egy közös (K-val 
jelölt) korlát alatt marad, jelekben: 9 ]ax] S K (bármely rögzített a-ndi). 


kz:1 


5 , É 
Ez esetben az 3 ya 7 2 dux Xki sorozat is 0 sorozat," 


kzal 


§ L. pl. Szász Pál: Differenciál- és integrálszámítás, I. 549. oldal. 
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- . Hangsúlyozni akarjuk, hogy a tételkör tételei nem megfordíthatók, azaz pl. abból 
a tényből, hogy egy sorozat elemeinek számtani közepeiből alkotott sorozat konvergál 
valamely a számhoz, még az sem. következik, hogy az eredeti sorozat egyáltalán 
konvergens. (Ha azonban igazoltuk, hogy konvergens, akkor tételünk szerint csakis az 
a számhoz konvergálhat ; stb.) 


Példák és feladatok 
[d ; 1. Határozzuk meg, hösy az 


az — ln 2; a, — in (1 tam zl--ss 
1 2 n 


sorozat konvergens- -e, s ha igen, mi a határértéke? 


Megoldás : Kivonással könnyen igazolhatjuk, hogy a sorozat monoton csökkenő, 
Korlátos is, hiszen: 


§ 1 1 19 ! 64 [a 
nin [14 jea zata[1--5] [14] 2 a cin[1 ta]: 


Mivel pedig az 11 4 


? sorozat monoton csökkenően az 1l határértékhez, 


1 7 3 
[ -H A pedig monoton növekedően az e határértékhez tart, azért 
1y 1" 
0 mini cin[1-4] caata[14 5] 2lnes:zl. 


A sorozat tehát monoton és korlátos, így bizonyosan konvergens; sőt határértéké- 
ről is tudjuk, hogy 0 és 1 közötti érték. 

A feladatban tulajdonképp két szimultán határátmenetet kell elvégeznünk; az 
egyes tagok n növelésekor a 0-hoz, a tagok száma viszont a végtelenhez tart. 

Ha az előírt — szimultán — sorrend helyett bármilyen sorrendben, de egymás 
. után végezzük a határátmenetet, helytelen eredményt kapunk. Rögzítve ugyanis vala- 
mely n — N értéknél a tagok számát (egyezik /-nel), és az első IV tagban a határ- 
. átmenetet végrehajtva, a kapott határérték NM :0 — 0. Ennek a határértéke pedig 
"NN 6 co esetén szintén 0. Ezzel szembej rögzítve az egye : tagokban n.értékét, és a 
. tagok számában elvégezve a határátmenetet, nyilván minden elem maga is a végtelenhez 
. tart, hiszen azonos és 0-tól különböző tagokat kell minden határon túl növekvő számban 
: összegezni. Olyan sorozatot kapunk tehát így, amelynek , minden eleme s így határ- 
értéke is co, éspedig -- o00", mert bármely elem bármelyik tagja pozitív szám. 
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Könnyen megkapjuk a heiyes értéket is, ha az I. § b) a) 19. ésaz 1.§ b) 8) 3 
feladatban megismerteket felhasználjuk. Ebből a célból (a, j-et átalakítjuk: 
l 2 n 
—in[14 a) a(16 a] rh[145 
1 1 2 2 n n 


1 2 n 
Fia tástssst aj 


n 
1 2 A 
a, — b, th cs e-etateeTzat 


1 1 2 2 1 l 
vebbeéd ébe ebb 8] 
Függvényvizsgálattal 1 0ASA meggyőződhetünk róla, hogy b, tagjai közül 
abszolút értékre a ja 1 u Rözi - 7] jlégüagyobb alia 1-4 a. - 34] a legkisebb. 


Mivel pedig mindegyik tag negatív, nyilván a [a 1 7- mi — a. a legnagyobb, 


az iln 


1 1 ; 
1 -- 1) — 1. a legkisebb értékű tag; összesen n darab tagból áll egy-egy 
elem, Ennek alapján 
1 1 
jö ( 2 s 7 ni 


Az 1. § b) a) 19. feladatban azonban már kimutattuk, hogy 

se 1 1 l ú 1 l 

lim (ln11-4-—1 — —-i — —1 — -Í — 

Jim [aj 4] 4. 0, pontosabban, hogy has n [a [1 -z 5) 7] 0, 
I 1 1 ; 1 1 

[in(1 4 ag) — ma] Pedig a al1 6]; 


maga is 0 sorozat; ezt azonban közvetlenül is belátjuk, ha felírjuk, hogy: 


e 


n a(12]— 2 1éel s n 


sorozat egyik részsorozata, így 


fs; LV 17! I (11. 2 
Hl a alert jötte feet, 5 ETSI MSER, ISSEGSÁRÉBE 13 
eped áleet állását 
II 2 2. 
nin ea na Eső Éz 
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Ennek következtében, ahogy azt az 1. § b) a) 13. feladatban ki ís mutattuk, 
a két 0 sorozat közé szorított b,, sorozat maga is 0 sorozat. (Egyébként — mivel abszolút 
értékekkel dolgoztunk — elegendő lett volna az ún. majoráló sorozat, az 


1" (14 : 


tis 3 
0 sorozat voltának kimutatása). Emellett : 


n 1 1--n . nak n 
— al 2 Tan 
és végül : 


1 
a, S Ü sa malt 5 ajó — 9? a. e. d. 


2. (gázol hogv az 


n- FIN HE S. Feet [1 


sorozat konvergens, és határozzuk meg határértékét. 

; Megoldás: Mint az előző feladatban is, szimultán határátmenetről van szó. 
Mint látni fogjuk, ez egyike azon kivételes sorozatoknak, ahol a határátmenet-pro- 
cesszusoknak (egyik) önkényes megváltoztatása is helyes eredményre vezet, 

Könnyen kimutathatjuk, hogy a sorozat korlátos és monoton növekedő, tehát 
bizonyosan konvergens. Jelöljük határértékét a-val. . 

Ha a határátmenetek sorrendjét az előírttal szemben úgy választjuk, hogy egy 
bizonyos n értéket rögzítve, a tagok számát minden határon túl növeljük, a sorozat 
divergens lesz, a helytelen -§- co határértéket kapjuk. Ha a tágok számát rögzítjük úgy, 
hogy csak az első I tagot vesszük figyelembe mindegyik elemnél, akkor az első tag 


. 1 a 1 1 
1-hez, a második —-hez stb., az /V-edik ep hez tart ; összegük pi hányadosú geo- 
e 

e—-N 


SZÉT 1— ; i 
metriai sor T——a " Hamost elvégezzük az IV —; c0 határátmenetet is, kivételesen 


1 — 
helyes eredményt kapunk. 
seb becslést adunk a helyes — szimultán — . végzett határátmenet előkészítésére 


Az 1 - 1.8 aj sorozat ugyanis monoton növekedő (A, II. 10. § 51. feladat), tehát a, értékét 
n 3 i 
növeljük, ha 1 8 68 helyébe a nála nagyobb (legkisebb) felső korlátot, e-9-t írjuk. 


Megfordítva viszont, a,-t bizonyosan csökkentjük, ha összes tagja helyett csak az első 
(IN 3- 1)-et (NV73 1 n) vesszük figyelembe, minthogy a, minden tagja pozitív. 


MELEG e 
n n . 


Ny 1 és 
4 [/ ia! aaz teetal 


3 Műszaki matematikai gyakorlatok — 442531/VI. 


[714[1-őf tevet 
út 
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tehát 
1y T NET s 1 — e7(t3) 
i 1 1 — — öss 1——i isi! s lm — —— ,., 
ed els hat) aáálsa hágó) elet Ez 
Az egyenlőtlenség bal oldalán csak véges számú (/ -- 1 drb) tag van, ennek 
következtében a határátmenet ott tagonként elvégezhető : 


1 l — e7(Nt1 1 
sz sas út 


1 1 
SP geg saz kg paya Ses geg ak: 


Ha most meggondoljuk, hogy a bal oldal így is írható : 
l — e—(W41) 1 e-(Wt1) e e-N 


KEZES ÜEeszzeze esz seszeaat  rertsa Et OZE eszt sszsazzzzaszazeszzzüszazessi 


"izgi ""ieceTti jT-ei ezi -—1 


és ebben az alakban a második tag bármely előre megadott e-nál kisebb, ha / elég nagy 
(NN 5 No(2)), akkor 


e 
e — 


e iz 
] 2135 gt azaz — a S e, ha Nz Ne). 


e—1 


. 


Az (a,) sorozat határértéke ezek szerint : 


a — lm ap — lim [14] €eet e] ]- tl § 


nb oo n-—3 600 n n 


3. Határozzuk meg az 


szt a aZ 
a, — [2— 1; as ir ezstk[/edő situ 


. 1 2 1 


n 
zsás , 38 b V1 ELŐT sé 1) , , , . sorozat határértékét. 
áló mea 9 A n2 ki Í 


4. Határozzuk meg, hogy az 


2n 


kele 


sorozat konvergens-e, s ha igen, mi a határértéke ? 


n 
Megoldás : A sorozat tulajdonképp az E sz ! l -- x] sorozat páros indexű 
elemei részsorozata, 


n 
Rn 


51 ne n 
Nn cx [147cV2 a[n.. 
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A . 
MivelV1 — I, azért az egyenlőtlenség bal oldalán álló sorozat minden eleme, 
így határértéke is 1. 


Az Vn sorozat konvergens voltát, s azt, hogy határértéke 1, az 1. § b) a) 9. 
feladatban igazoltuk. Ezekkel 


n 


T ERNE 1 vsz ; 1 
lim/1—-1xg lim x, —x S lm Vn — 1, Tehát  lim [/1d3—- z5Ü—], 
nR os n1—poo n—o0 n— 00 n 


De akkor az (xs) sorozat részsorozáta, az íyn) sorozat is konvergens (1. § 
b) a) 1. feladat) és határértéke: 


n 


lim vi -k 8 — ], 
no 2n 


5. Határozzuk meg az 


sorozat határértékét, 
6. Határozzuk meg, konvergens-e az 
2n4-nsin n 
ly. — Vn3 13 ncosnj 
sorozat, s ha igen, mi a határértéke ? 


Megoldás: Felhasználjuk a —n ZT nsin n a n (ugyanis az y — sin x függvény 
maximuma 1, minimuma —Il, s ezeket az értékeket s különböző többszöröseinél 
veszi fel. Mivel x nem racionális, egyetlen többszöröse sem lehet racionális, vagyis n 
nem lehet sr többszöröse) egyenlőtlenséget; ugyanígy 


—ndancosnan., 
y 
Az [x kifejezés, amint igen egyszerűen igazolni tudjuk, x 50 értékének csökke- 
nésekor csökken, növekedésekor növekszik; ha pedig 1 € x, akkor az Vx mennyiség 


a kitevő, y csökkentésekor nő, növelésekor csökken. (Legegyszerűbben függvényvizs- 
gálattal igazolhatjuk.) 


Ezzel 
8n n 
VI cy, c V2n3 1, 
hiszen 9n 52n4tknsinn:n 
és 2n-t-15n73- nsinn 5 1. 


Mivel a fenti egyenlőtlenség bal és jobb oldalán ugyanazt a határértéket kapjuk, 
az állított egyenlőtlenségből egyszerűen igazolhatjuk, hogy a sorozat határértéke 1. 


35 


36 1. §. SZÁMSOROZATOK 


7. —. Határozzuk meg az 


I Un — V(n -- ay) (n 3- a) (n - ag) . . . (n -- an) — ny 
sorozat határértékét! (ay, 5 0; a; 50; ...; ay 5 0; m adott — véges -— szám.) 
8. Határozzuk meg, hogy a 


h-z7- 


sorozat konvergens-e, s ha igen, mi a határértéke ? 
9. Mi a 


n A 


S/a 


7—1 


ok 


[ot 
sorozat határértéke, ha az a, da, . . ., ax számok valamennyien pozitívek (és k-val együtt 
végesek). 

10. Határozzuk meg a 


sorozat határértékét (0 7 a — 1). 
Megoldás : Azt kell csak észrevennünk, hogy b, egy geometriai sor első n 
A 3 1 

Tehát lim b, — 


neo 1 — a 


V1- saj] 
n 


12. Konvergens-e, s ha igen, milyen határértékhez tart az 


3 8 
l — 1 oszi p.s. .g en 1 :/ 1 mm ,. 
V tg 5]; 9rú aj i T tg; 


tagja, mely: sor hányadosa j 


11. Határozzuk meg, konvergens-e az 


ya — 


sorozat, s ha igen, mi a határértéke? 


3 
x5s1—V1-4tgl; xo—2 


sorozat. 


13. Konvergens-e. az 
3 


al -[/1— sin 


sorozat, s ha igen, mi a határértéke? 
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14. Konvergens-e, és ha igen, mi a határértéke az 


LEE SZESZ TESTOTTESESTTŰ 


illetve a 


b, sz Vn(1 — vi — sin(Vn 4-1 — Vn)]j 
sorozatnak? 
15. Mi a határértéke az 


— rő (Va FT 3 Vr —T—2ymi 
sorozatnak? j 
Megoldás : u, — n2[WVn3-1— Vn)—(Vn—Vn—1)] — 


éa 7T - fm EZ] — Wa — va evet [7 


Int 1-7 Vn VZn4Vn—-1 
mess ANNE: szt [d—-1—(W27i-- Va) 
LVYn-E134Vn VniVn—i (Vn a 13-Vn) (WVn—14-[n) 
szi söze zene EZAZ EE 
ntVnn4D4Vnn— 1 4 Vn2—T 
szd (Vn—1—Vn-3-1)(/n-1- Vn1-1) 


kölá közi V2—- 7) (Va — TA TT FED) 


Utóbbi alakban a határértéket már könnyű meghatározni, 
.16. Mi a határértéke az 


sorozatnak? 
Megoldás : Az 1. § b) B) 6., illetve 8. feladatban kimutattuk, hogy 


a a t . a a 
nÍsin— — — 60 es N ( sin — — — 
n Nn" I. n n 


56 0 


..  Azl.§c) a) I. feladathoz hasonlóan kell tehát most is eljárnunks - 


nf. 2-1 2-1 n 2 —1 
aa — [sin Zé zi a] -- s 
v—1 


- a — 
2 n? 
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Ilyen átalakítások után könnyen kiderül, hogy a,, amelyet két tag összegének 


tekintünk (mindkét összeg egy-egy tag) konvergens sorozat eleme, mert két konvergens 
sorozat : az 


nf. 2—1 2y—1 "2-1 
7 3[s s. a — . aj és a 8-3 dl aj 


2 
91 9] n 


sorozat megfelelő indexű elemének összege, határértéke pedig a két sorozat határ- 
értékének összege. Mivel 


. 2a 4 2a . 2-1 2n — 1 . a 
n [511 — 7 2 nÍsin na 1—-7—g T 20, cdn sín — ge £L 0, 


a 
n 
a határátmenetek elvégzése után azt kapjuk, hogy 


osSlima, 0, azaz lima, — 0, 


no 00 n zoo 
és li a Se zéj zzp nÉS 
m 8, — lim — — 1) — a— n? — 
n—poo Pa nzzés 2 ú ü n? I 


A sorozat határértéke tehát: 
; n "9-1 
lm b sin n8 a — a, 


17. Igazoljuk, hogy a Be 
b, Vat az 4... 2 azt 

sorozat határértéke egyezik az aj; do; ...: ax nem negatív számok legnagyobbiká- 
val, (k tetszés szerinti természetes szám.) 


18. Határozzuk meg az 


] n 
a, — n (ni — 2n -t 160) 
sorozat határértékét, 


19, Mi a n 
Von Yv 
ez hhzős 
sorozat határértéke ? 
20. Mi a 
nm n: -z 81-42 
a-a(fn—-n ésa [4-[1-5 j 


sorozat határértéke ? 
21. Milyen határértékhez tart a 


hd 


Lős ui 


ka 


sorozat? 


PÉLDÁK ÉS FELADATOK : 1, § e) a)—8) 1. 89 
22. Konvergens-e az 


la, ali -11— sin (Va FT — Vay) 


sorozat, s ha igen, mi a határértéke? 


B ] 1. Határozzuk meg az 


417— 5; aa-etgi; d 3 :zt5Tg6 $ 0003 
EL Ez sedbengül 
d n n73-1 nt2 96... dn " """ 


sorozat határértékét. 


Megoldás: Először igazoljuk a határérték létezését (jóllehet a bevezetésben 
mondottak alapján erre nincs szükség, ha az integrálközelítő összeghez tartozó határo- 
zo-t integrál létezik). A sorozat ugyanis korlátos: 


1 1 1 
Haz ez s üpshezgp at 
Másrészről a sorozat monoton növekvő: 
l 1 1 1 1 1 


161— RETEK R2 KET KEST örpi KET S 


A monoton és korlátos sorozatok pedig mindannyian konvergensek. a, — könnyen 
2 

d 99 , hó [dd ps dx (d rá ői 00 e 

felismerhetően — úgy tekinthető, mint az Í sé határozott integrál azon közelítő 


1 
összege, amelynél az integrációs tartományt; az (1, 2 ] intervallumot n egyenlő részre 
; l ; 
osztjuk, és a függvényértékeket, amelyekkel az sz hosszúságú részintervallumokat 


szorozzuk, a részintervallumok jobb oldali végpontjaiban választjuk. A jobb oldali vég- 
pontok ugyanis rendre: 


l n 
sal H "átm ága SE vázat vak SS ezé ászte Ti 


l 
Az integrálandó függvény, Fa értéke ezeken a helyeken rendre: mag] ; SÉT] b.s0ő 


usa a, pedig így írható fel: 


2n 
1 1 1 1 n n n 
összeset s eri TEÁS 7 íg 
1 n n n : 
"ng, nrk ele Axe 
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Ha n 5 oo, akkor az integrálközelítő összegekben szereplő valamennyi résztartomány 


b hosszúságú lévén) egyenletesen a 0-hoz tart. Ezért 


n 1 2 
lim a, — lim EA ÜK söjgg zs ln 2. 
noo0o Üi LA ÉT EE STTÉJE se x 1 


1 


2. Határozzuk meg, hogy a milyen értékei mellett konvergens és mi a határértéke a 


L ? v ma 


Os za Ag 


sorozatnak ? 


3. Határozzuk meg az 


bj 


zak oz Psssttlet 2 . 2 . 
a7gi 42— ENNE tes 


n n n n 4 n 
ne Es b mag t n 4 3? teetaraa]7 2 nap vi 
sorozat határértékét. 
o . 1 
Megoldás: A sorozat korlátos, hiszen n SET —gy aaa n——m TV 2 1." 


an-ret úgy alakítjuk át, hogy felismerhessük azt a függvényt, amelynek integrál- 
közelítő összege a,: 


n n 1 n n? l ?" 1 
97 2 úrra az ameriet] 14]? a" 
ke) 
Tehát a, az —— I E x függvény 0 és 1 közötti határozott integráljának integrál- 


közelítő összege; a részintervallumok hossza: mjtsi 0, ha no co. 


l "?" 1 n 
a7-- 2 ra 7 2 Tér) Ax 
essek [68] k aa 1 
1. 1 k 
ahol Ax, — 7 (k— I; VE Ed 1; 9—-TTgi gt 


§ Könnyen igazolhatjuk, hogy monoton növekvő ís, ámbár erre nincs szükségünk. 
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Ezzel 


L 


dx JT 
0 


nNszog NDK pia fi 


4. Határozzuk meg az 


örzi 1 17 1 19? 292 
u — a; u — 5 a 5 [; 1 — 5 [ag -k ata CERES E 


l 1 va n — 1]? 
mez[[2z] Fa- 1. Hetet eg] [e 
n n] ; on n 


sorozat határértékét. 

5. p 5 — 1. Határozzuk meg, konvergens-e az 
3 E e EE 
da TT ——— — e A —,— A — m——— e 


nPr1l 


sorozat, s ha igen, mi a határértéke, 
6. Konvergens-e az 

1 1 1 1 1 
egeeszezzmuzzazmzzi —————,  ; Uz — —  — h ——— 7 IZ 9005. 
(8-0 "Vai "azo TI foci 
l 1 1 1 jresa. l 
ret vezTrt gezztee tg -m a eza 


sorozat, s ha igen, mi a határértéke? 


us 1; Us -— 


ü, — 


7. Konvergens-e az 
1 5 
y1— cos 7 Tk cost; Y2 — post cos b cos f[; 
1 JT 377 iésán e kai 
ú vag ndszg Tt coszf kerek cos [jee 


sorozat, s ha igen, mi a határértéke ? 
8. Az (a, b) intervallumot (0 € a ab) osszuk fel n egyenlő részre: xg — a; 


b —(g s, 
Xi3 Xs; ...3 X—adtk 2. ..3 Xx,— b legyenek az osztópontok. Határoz- 
zuk meg, hogy 
a) az abszcisszák geometriai közepének: 


n--1 
ja Bna1 7 Vxo " XI ess Xn 


mi a határértéke, ha a beosztást minden határon túl finomítjuk ? 


42 1. §. SZÁMSOROZATOK 


b) Az abszcisszák harmonikus közepének A, , ,-nek mi a határértéke, ha a beosz- 
tás minden határon túl sűrűsödik? A harmonikus közép definíció szerint; 


A ] 1. Legyen az xy; Xe; Xg; ...; Xn; ... sorozat 0 sorozat. Igazoljuk, hogy 
az elemek számtani közepeiből alkotott sorozat: 


EGANSOSAN — XI t X2, — XT X9T X3, j 
Y1 — X15 Y2— 9 , 1 taszezi 3 9 90.09? !, Szt NN tte..——.....—.—lkxwx. 


is 0 sorozat (Cauchy-tétel).? 

Megoldás: Adjunk meg egy bármilyen kis e 5 0-t. Tekintettel arra, hogy az 
(xn) sorozat 0 sorozat, létezik olyan ma index, hogy Ix,] 7 sak hacsak n 5 mg. Ennek 
alapján: I a 


ia Fazteretam] ETT HET rates til e 


z 
I] E s sz 5 5 


Eddig n-ről csak annyiban határoztunk, hogy legyen nagyobb m-nél. Miután az első 
törtben véges számú (m darab) tag összegének és n-nek a hányadosa áll, találhatunk 


, , 0. e § E Ld 
olyan no-t, amelynél az első tört értéke kisebb, mint 5 tehát 
—e, hacsak nsznzm. 


2. Igazoljuk, hogy ha x, 5 x, akkor az 


i Xi t X; 
Yy1 — Xi; ya a; 0... Yn— 


xi -tx2tTtiszT ese TF Xn, 
TTTTTTTTTTTTTTTTNTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTT—. ... 
sorozat is konvergens, és határértéke y, 0x, ha na 090. 


3. Határozzuk meg az 


Pe 


8 n 
VET: a ss zzz EE Sza Va 


n 


a; — I; ds -— 


90.0v.. 


sorozat határértékét. 


". Általánosabb fogalmazását I. pl. Szász : Differenciál- és integrálszámítás. I. 545. o. 
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4. Igazoljuk, hogy ha lim x, — x 5 0, akkor a sorozat elemeinek a geometriai 
no 


közepéből képezett új sorozat, az 
MERYENÉT 8 ez öszhéne Ma ela ész 
Ji — Xi; ye s Va xs; ys — Vx1 xe xs; ...; ya 7 Vx1 xoxs ..s Xpn$soss 


sorozat is konvergens, és határértéke ugyancsak x. (Feltételezzük természetesen, hogy 
x.5 0, i s 1; 2.606) 


5. Határozzuk meg a 


ee Z ge B ezek,  , , etHL, 
171]? 2 ver lóval IZÉ lébe nen ... az 


sorozat határértékét. 


Megoldás: A c,-et olyan alakba kell átírni, hogy c, egy (d,) sorozat első n 
elemének geometriai közepeként legyen tekinthető: 


sz (EDEN Ét 1 (ny 
Vai n ! 


19 3 """ n 


Cn 


-VÉs se n- (at. 


—— I 3236 at GZTT etet 


kk—1 
(K-i alakú tényezőt ebben az alakban írjuk fel: 
, kk—1 — [1--(k— 1) Ji ] k— 
06— Tk — T-t BIGA si 


HE NEE UT EETS LF HENET UNE TNM TT, 
sea Erste 1] 


1lin 
cn végső alakjából azonnal felismerhetjük, hogy c, az E -k 5) sorozat első n eleme 


i 11] 
segítségével képezett geometriai közép. Mivel az jÜ -k 7 ) sorozat konvergens, és 


1 ; ; 1 
határértéke e, azért a je ez LB ; sorozat is konvergens, és — lim sZlamms — e 
zz n— oo m— 
Vn! Vni 


6. Határozzuk meg a 


[aka 


sorozat határértékét, 


44 1. §. SZÁMSOROZATOK 
YA Igazoljuk, hogy az 


1 1 1 1 3 1 Fő 1 . 
2in2? 927 755 ein? Bin3  claá 


yi - 


1 1 ii 


I 7 
vig es (n--1)ln2 ji ma dgias Tt B TETT all TRENT Tá 


sorozat 0 sorozat. a 


1 
Megoldás: Az ay — I 


j 1 bé 1 
b. MNSZ tte ré klaszlzÉ PS veg 3 ünn — s 


ntl - nt2 n -- nt n 


sémába foglalt elemek a Toeplitz-tétel valamennyi követelményét teljesítik, 
Egyszersmind az 


1 1 KENT! 1 . 
. In(nk1) 


. 
2.900 


második tényezők alkotta sorozat is 0 sorozat, így a Toeplitz-tétel felhasználható. 
l 5 
Ugyanis a) ap— ———7T S ha p rögzített, és n— oo; 
n 


1 
b ... ] 9.0. EGES j 8 
) lanal-t I an] -k Tt I dnn— ZT tzzt 4. Zn" OKETSHE lt 
tehát n értékétől függetlenül létezik olyan felső korlát (pl. az 1), MENEGYÉT az egy sorban álló 
mátrixelemek abszolút értékeinek összege kisebb; 


c) az (xan) sorozat valóban 0 sorozat. 


Ezek fennállása esetén azonban — a Toeplitz-tétel alapján — a megadott sorozat 
valóban 0 sorozat. 


8. —. Határozzuk meg az 


3 
1 1 Vv2 1 V2 VI 
J1 5 9? Vesse y3 atz tg 
n—1 n 
1 2 n — 1 n 
Yn — V ZENET B 44 EVE 
nd 1 ndt2 24n— 1 2n 


sorozat határértékét. 
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9. Határozzuk meg, hogy a 


ME (mm. . n NE, : ÖNNEK, NK, 
sin — sin— — sit — sin— — sin— — sin— 
i 2 2 4 2 4 w 
21 — ; Zo. — , Za m— ——— ESZNEK TNETEZE ,?9... 
j ] j 3 dB. 7ES 5 a "a ú 
E : E, : ME, : KN. : E. : 
sin - - sin — sirt — sin — sin — 
AG 3 Hg s ézaaz NE dás 
Zn — ——-— EZK AVE. e SZET Tés ... szerzö zdste til ... ,.. 
"  2n-1 2n—2 2n—3 2n—p ük 


sorozat konvergens-e, s ha igen, mi a határértéke? 


10. A konvergens (xn) sorozat határértéke legyen x, 


A Toeplitz-tételben szereplő sémára az ottani két kikötésen kívül teljesüljön még az a 
feltétel is, hogy bármely sorban az együtthatók összege annál jobban megközelíti 1-et, 
minél távolabbi sort összegeztünk, azaz az zé 


A, — az1; Az — az -t az23 As — az - dsg tt dgz$ esz 
An — an -k an2 Tt dnz Tt ess b dnp-t sss b dnn3 ses 


sorozat határértéke legyen 1: lím An — 1. 
no 


Igazoljuk, hogy az 
Yi — d11Xi; Ya — doXi Ft d22Xa; Ys — dsiXi t dsz2Xg FT dssXgzeso: Yn — dani Xi tt 
ht dan Xo rt sss rk anpXprt ss o rt dnnXnisss 
sor konvergens, és határértéke szintén x." 
Megoldás : ya így írható : 
Yn — an Xi Tt dna Xa Fk sss tt dnn Xn — ani (Xi — X) t- ani Xx -t an2 (Xg — x) 


-k dna X -t . . s - dann (Xn — X) -k an Xx — AnX -t ani (xy — x) -k 
th an. (X2 — Xx) tt. s. rt dann (Xn — X). 


Mivel x, — X;X3 — X;.: 3 Xn — X; s... 0 sorozat, An pedig 1-hez tart, az előbbi példa 
értelmében: 


n 
nos my 


n— oo km1 


11. Határozzuk meg, hogy a 
; 


21 5 (a — DD; 2. — (Va — 1 4 7(a— D; 25 - 7 (Va — D-4-(Va— 04 


7 n sas n-1 I Saeea 
tg (2— Di. 2-7 Va 425 [1— Va 0) a 


" 


n-2 Tb egés n-p 
te Slade szt Ezaz 
12 7) Va Jeg mereserte 


] n—p 


(Va —1) 4... 


XAp-k1 
3 r2z[1- 5) (a — 1)3. os 
2n 2n 
sorozat konvergens-e, s ha igen, mi a határértéke? 


e L. pl. Knopp : Unendliche Reihen, 71. o. 8 
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Megoldás: Az 


1 
d11 — — 
11 9 j 
1 1 
dai — 37? daas 
1 . 1 1 1 
a bazzi ,; da 5 ——— fs 0 09 dn sg... dan — — 
A1 ni 1! n3 n- , , Dp n-tp! , 9n ? 
ú . 6 jó 


együttható-mátrix választással a ,, háromszög" sémára felállított követelményeink vala- 
mennyien teljesülnek — amit némi számolással azonnal igazolni is tudunk — annak az 
egyetlen követelésnek kivételével, hogy lim Az — l, minthogy 

nee 


n 
1 
An - dan 2 ——— z ln 2 -t eln); e(n) ? 0, ha n- oo. 
és így 

lim 4, —-—1]ln25£1. 


1 k 
Az (xx 21 — z) ; 1yk s k(Va — 1) jelöléssel az 1. § c) y) 10. feladatban igazolt 


tételt mégis csak fel tudjuk használni, csakhogy először minden elemet szoroznunk és oszta- 
nunk kell az előbb kiszámított In 2-vel. Így: 


l a A 
liml]n 2": za — 21]na, minthogy lim 21 — gp) sag im k (Va — 1] sz Ín a. 
ko oo kó se 


1 00 2k 
z —]limz szélesek sazázól 1 6 
— sz ——— —, s ——— — — z [118 6 

ns 142 In 2 


12. Legyenek ay, ag; . .; an; s s, pozitív számok, amelyek összege minden határon 
túl nő n-nel, azaz bármely K számhoz található olyan N — WN(K), hogy 


az t as t ast... tan5 K, zi 
hacsak n — N. Az (xn) sorozat legyen konvergens, és határértéke x. Igazoljuk, hogy a 


, a X1 Tt ad2 xXa 91 Xi -t az Xa tt s ss rH dpXn 
Z1 — XI; Za — ———,——,,— § s 0s; Zn — ——————,—,—, ———————————r———f 040 


dai Fk ag a1 tat ese Fax 


sorozat konvergens, és határértéke: lim z, — lim xn — x. 
A nos n6 00 


13. Igazoljuk, hogy" 


TH sorozatoknak ugyanaz a határértékük, 
feltéve, hogy az utóbbi soroza konvergens, és a lim An — 7 00 reláció teljesül; 


n se 


Y 
a) a ina és az fin — 


$ Cauchy első határértéktétele címen Il. pl. Szász: Differenciál- és integrálszámítás c. könyvében. 
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b) a iz — ya Fat eset Yan és az (un — ai sorozatoknak ugyanaz a határ- 


KÖZR (LAKSZ Ő n 

értékük, feltéve, hogy az utóbbi sorozat konvergens, és lim (a) -t a; -tas -t . . . b an) 5 - 00. 
n— oo 

14. Határozzuk meg, hogy az 


ln (1 1), ln (2 b). Kö ln (3 1), ln (n !) 


azman a imegi timi Mmm 
sorozat konvergens-e, s ha igen, mi a határértéke? 
Megoldás: Ha az ; 
n 
in — — 
. In(n1) — In [(n — DI) (n — 1)! 
"  ln(nn) —In[n—1)9—-g  ninn — (n — 1) In (n — 1) 


ln n 
ninn — (n — 1) In(n— 1) 


sorozat konvergens, aaz n — co esetén van határértéke, akkor az 1, § c) y) 14. feladat 
tétele értelmében az (Xn) sorozat is konvergens, és határértéke egyezik az í(ynj sorozatéval, 

ynt határértékét a hozzá tartozó folytonos értelmezési tartományú függvényeknek 
a Bernoullit— L"Hospital-tétel segítségével megkeresett határértéke [1.§ b) 8)] azonnal 
szolgáltatja :" 


) 


Ín x x 


li EST Tá . SE zzz ee za eszsár EZÉ ÍTÉS ésszel etei ezaz ász tes zt tő 
KAR Bágeaák x In x— (x — 1) In(x — 1) Fzeréak Inhnx-41—[lin(x— 1) 41] 

l 1 1 

ea té — — j 
sz lim — — lim £ — — — lim £ sz lim ——  — 1. 

XM oo fá x x—ses (1 sé 7] X—oo l xoos 
-— ei lés Eszt 
xX 1 v ek x hos 
x x 


15. Határozzuk meg, hogy az 

SLEVB, , LEVEEVE 
1 -k Y2 L -- 42 -- V3 

sorozat konvergens-e, és ha igen, mi a határértéke? 

16, Az 1. § c) gy) 13a) és a 135) feladatban közölt tételek nem megfordíthatóak, 

A SLBÉL AA ÖLBELÁLSÉKB Zs sorozat konvergens voltából még nem következik az 

az rt az rt sss b dn 


jj Y e . . Ld 
fen ei - sorozat konvergenciája, és hasonlóképp, a za sm ea konvergenciájából nem 
ú NR j , n 


L4V3-...tV2n—i1. 


x, s 1; x — —— gt 90. 
i : 1-2... Vn 


e bé 
29009 n 


n TT Yn—i 


következik az (un — 
kálhatjuk: A 
L Ya n-[(13(—De] 


3 
asz gi zZ.5s ]; 25——i 2z,5153...32Z27 — s 


An n 3-.2 


konvergens volta, Ezt a következő ellenpéldán verifi- 


An ja An—i 


. 
29.000 


§ A 4. §-ban bemutatott eljárások felhasználása egyszerübben is célra vezet, de azok ismeretét itt 
nem tételezzük fel. 
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Yn — Yn 
ET 010 
3 kis , An— 4An—i 
zatot, és igazoljuk, hogy az nem konvergens. Konstruáljunk hasonló ellenpéldákat a két 


tétel meg nem fordíthatóságának igazolására. Verifikáljuk ellenpéldákkal, hogy az 1. § c) y, 
1.5 2.5 4.5 7.5 10. feladatokban kimondott relációk sem megfordíthatók. 


sorozatról. mutassuk meg, hogy konvergens; képezzük most az Ta ll 


17. Legyen az; da; .. e; dn3 . . . tetszés szerinti, de pozitív elemű sorozat, Képezzük 
ebből az 3 I 
d? 43. j dn-t- 1 
XI — —,; Xs — —; 4 069 Xn — ,?0.. 
a a; dan 
és az 


3 n 
Yi — di; ye s Vas; ys s Vas; .8.8 3 yn E Van3 s 
sorozatokat. ; 


a) Igazoljuk, hogy amennyiben .az (xat és (yn) sorozatok konvergensek, akkor 
egyenlő a határértékük, 


b) Ha az (xn) sorozat konvergens, akkor az (yn) sorozat is az." 


18. Verifikáljuk a következő ellenpéldán, hogy az előző feladat b) tétele nem meg- 
fordítható. Legyen 


az z 1":g; a — Dp:9g; as — pp" d; a, — p? "8; az; — p? " 933. sss agg — p" " g5; 
a onr1 — pergntis... (D5 0;g5 0). 


n 
e, [4 a s 4 Keze . . 
Van-e határértéke az Hz Bessléáasi Et és az t — Van sorozatnak, s ha igen, mi? 


an ) 
19. Legyen a 5 1. Mi a határértéke az 


n 


3 
ús je 5. 21 
yi — Va — I; myszé] Va —- 1; ys — a — 1;5...3 9a— / Va — 1; . ss 


: sorozatnak ? 


én A 
Megoldás: Az an — Va — 1 jelölés bevezetésével végeredményben az Yyn s Ves. 


sorozat konvergens voltát kell kimutatnunk, és határértékét megállapítanunk. Utóbbi 


adási a . ee . 
sorozat konvergenciáját azonban az 1xn — za] konvergens volta biztosítja, s a két sorozat" 
dan I 
(xn) és (yn) határértéke is megegyezik. 
2n--2 
dn-- 1 Va — 1 
Xn 5 ——r s e, 
dn 2n 


Va — 1 


Utóbbi erősen emlékeztet a In a határértékű sorozatra, s némi algebrai átalakítással fel is 
tudjuk az I. § b) 8) 3. feladat eredményeit használni: 


2n-t 1 bee 1] .n 


ke ni — mee] n ir" 


§ L. ul. Szász: Differenciál- és integrálszámítás, I. 547. o., mint Cauchy tételének következmé- 


:nyét. 
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Ezen az alakon a határátmenetet tényezőnként hajthatjuk végre, hacsak értelmetlenséget 
nem kapunk: — 


1 
hiüsszé sozíssi Ji 
No Ín a 


(xan) konvergens voltából (yn) konvergenciája is következik, így Jim Je —15-1 
(a7 1. 
20: Határozzuk meg, Höé az 


vár Ez Ez 574 13 ÁLAGEZEETE E? 
1 ; da — 1. 2? az — 1.9, a egi dn — - ÖK TSC AC Sa ési 
sorozat konvergens-e, s ha igen, mi a határértéke? 


21. Konvergens-e az 


n 
VTnFD(n$2...2n;... 


adi öle 


ho szt ) HEG ARESESSE SRE 
xi 7 23x.—5V3 "4; xs sgVá:5:6;...; Xn — 


sorozat, s ha igen, mi a határértéke? 
22. "Mi.a határértéke 


. 1 j 1 1 1 1 
tepzesztbesz ébe j haztgyt-ető] 

2 3 n I 2 3 n . 

VÁ A dl te ISS 1 
n n 
1 

u vŰLa Vize ( 

sorozatoknak ?" 


123. —— Konvergens-e az 


1 1 ji 
l 1283 Eszi sze 1 e 0.00 2 nee 
ta Í /t2tz tat áj 
HET ES SlGBE "VSE SS JÉG UNT HNBLÁG 


sorozat, s ha igen, mi a határértéke? 
24. Mi a határértéke az 
3 I 
fö song 
n ni j 


. sorozatnak? 


s L. pl. Szász : Differenciál- és integrálszámátás, I. 547. e. 
4 Műszaki matematikai gyakorlatok — 44231/VI. 
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25. Konvergens-e az 


1 l 1 1 j 
j! ENE EEEN  EYESZEZEZBSZET EZI 
vega JE RöLA tEzT 
1 


sorozat, s ha igen, mi a határértéke ? 


26. Legyen a 5 0. Mi a határértéke az 


; Lp 2 L -k 2a 3 34 L 3 22 3384... na 
xi — ll; x— "9a-ki ? lk. a GEERKE 7-7 E Máj ébe (idö tó, ESSEK ST TT Tjaga Sesaszazzab 1111 
sorozatnak ? 
27. Konvergens-e, s ha igen, mi a határértéke 
1-t-2-4t 34. ...-tn 3 l 4 22 t 39... -kn 
a) az 1dn — — CE; b) a CSE ÉOStSE ZENE KÉST EAGNSZESGZNzEEEEEI 
n i ? n 
ÉSVEEVTS E ssazb Ún ü 
c) a az 14 V24V87 pe i 
l nyn 
sorozatnak? 
28. Igazoljuk, hogy a 5 0 esetben konvergens az 
a-tt1h)(a4r2 " a -F D(a-t 2 ... (at n 
x, sza t 1; X2 — ( b FEET zs .- [ET ÉL ) ( 9 sel 48 LESNT 
; 21 on] 
sorozat, és számitsuk ki határértékét. 
29. a és b milyen értékeinél konvergens az 
ne eEL, [DDD [ED GEDGTIJ--aTH, 
1 5319? taDeE ED ET GE)YGFDIGIFD e En" 


sorozat, és mi a határértéke? 
30. Mi a határértéke az 


sze za] elsz ést 
m-re] eleez] teet (E 
sorozatnak? (po 5 0). 


31. Konvergens-e a 


hn ZET - [[ n jé A ÁR n yp ny 
a p—1 ni1 za] et) 4...) ; 


sorozat, s ha igen, mi a határértéke? 
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d). Számsorozatok limes superiorja és limes inferiorja 


A végtelen sorokkal kapcsolatos vizgálatainkban fontos szerepet játszik a limes 
superior (szokásos jele: lim sup, illetve lim) és a limes inferior (lim inf, illetve lim) 
fogalma. Egy sorozat sűrűsödési helyeinek alsó határát nevezzük lim inf-nek, felső 
határát lim sup-nak. Bebizonyítható elég könnyen, hogy a lim sup és a lim inf maga is 
sűrűsödési hely. Megadunk egy, az eredeti definícióval ekvivalens fogalmazást is, 
amely numerikus célokra gyakran elég jól használható. 

Az (a,) sorozat limes inferiorja az ,,a" szám, ha ,,a"-nál nem kisebb elem végtelen 
sok van a sorozatban, de egy ,,a"-nál bármennyivel kisebb számnál nem nagyobb már 
csak véges sok. Hasonlóképp ,, A" a limes superiorja az (an) sorozatnak, ha végtelen sok 
nA"-nál nem nagyobb elemet találhatunk a sorozatban, de egy ,,A"-nál akármennyivel 
nagyobb számnál nem kisebbet már csak véges sokat. 

A definícióból egyébként azonnal következik, hogy konvergens sorozat esetén 
a határérték egyenlő a lim sup-ral is és a lim inf-ral is. 

A végtelen sorokkal kapcsolatos feladatoknál igen gyakran megelégszünk a lim 
sup-ra, illetve lim inf-ra vonatkozó becslésekkel. Ezért feladataink között az ilyen 
becsléseket megkönnyítő egyenlőtlenségek igazolása is szerepel, 

i ! 


Példák és feladatok 


1. — Tekintsük az (a,) számsorozatot, és igazoljuk, hogy fennállnak a következő 
összefüggések: 


: ANNE SEA 1 -—1 
lim a, — an" lim a, W tg FA 


Megoldás : Vizsgáljuk pl. az első összefüggést. A bevezetésben megadtunk a limes 
superiorra egy, az eredetivel ekvivalens definíciót; amelyet a gyakorlatban sokkal ered- 
ményesebben használhatunk, mint az eredetit, és amely szerint az A szám akkor és 
csakis akkor a limes superiorja az ja, j számsorozatnak, ha A-nál nem nagyobb elem 
még végtelen sok van a sorozatban, de (az A-nál bármilyen kicsivel nagyobb) A --e-nál 


nem kisebb már csak véges számú. Ekkor azonban az ka számsorozatban végtelen 


n 


sok olyan elem van, amely nem kisebb saga, de egy az úrnál bármilyen kicsivel 


A 
§ ] dei ; j 
kisebb AT számnál nem nagyobb már csak véges sok, következésképp z a limes 
El sál 1 ő 
inferiorja az 1— sorozatnak: — lim esése Z ;, age.d, 
an —a A lima, 


"Ugyanilyen gondolatmenet alapján igazolható a másik reláció is, 


2. Határozzuk meg az 
je — (— 1)? 3-3 cos n5 


sorozat limes superiorját és limes inferiorját, azaz lim a, és lim a, értékét, 
49 c 
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4. Az az; do; . . . sorozat általános tagja 


1 
dn ss 2—n 3 (—1y e i 

Határozzuk meg lim a, és lim a, értékét, 
5. Adott a következő sorozat: 

a) 194— mé ; 1 h,-E ui ; 

2 7 n ú 
b) 164—(— Dr n2j, ; : 
szd jájsi űj ((—1)"] 
c) 10, — ni ; B g) ban b; 
d) 1b4—(— nyi ; i 


h) E 
e) 3 


Va 4. 


1 
m— [-— n 1] .-4 — § 
— 1 [1 a] 
Határozzuk meg lim b,, és lim b, értékét. 


6. Igazoljuk, hogy ha lim ba — B; akkor lim 5; szig 


rő Tegyük fel, hogy az ja, t és a jb,! sorozat is korlátos. Igazoljuk a következő 
egyenlőtlenségeket: 


lim (a, tb)sS lim a, -k lim b, ; 
lim a, :b, S lim a, - lim b, ; 
Jim (a, — b.) 2 lim a) — limb, 2 lim a, — limb, 2 lim (a, — b,) ; 


MESEÖSE ts ÁR E jea BT Éget sága 


n ———— n 


lim b, z lim 
/ 


8. — A (b) sorozat legyen konvergens, és határértékét jelöljük 8-val. Igazoljúk a 
következő egyenlőségeket: 


z Mmb,. 


lim (a, 16) —8 3-lima,.. lm (a, b) —8 3-lima,. — lim a, b, — B : lím a,." 
9, Jelentsen (at egy tetszőleges számsorozatot. Igazoljuk, hogy a 


j n n 
. a . TENKNKKTÉ FENN FEZEzgEt a 
lim Ea s limVIa,] s lim Va, s lim [88 


n dn 


egyenlőtlenségrendszer mindig fennáll. (L. pl. Knopp: Unendlréhe Reihen, 270. o.) 


$ Alim lim jelentése: Az gu fönöték fennáll a bal és jobb oldal limes superiorja között is, a bal és jobb 
olda! limes inferiorja: között: ís. 


2. §. VÉGTELEN SOROK KONVERGENCIA-KRITÉRJUMAI, 
MŰVELETEK SOROKKAL 


a) Sorok konvergencia-kritériumai 


a) Bevezetés ; Az összeadás művelete csak véges számú összeadandó eseté- 
e —i ben tekinthető minden további nélkül  értelmezettnek. 
Ha tehát adva van a számoknak egy végtelen sorozata: dj; ao; das; ...; ap; o... 
akkor az ay -- a. -H az ht... ta . . . összegnek", amelyet röviden így jelölünk: 


Z a 
ai 


közvetlenül semmi értelme nincs. A Sa, szimbólumnak a következő definíció ad 
csak konkrét értelmet : nal 


Tekintsük az 


A 
ar ÜL S2— att dga3 ve; Sza tat: Fa — BD dr; sss 
k-—1 


számoknak, a 2 a, végtelen sor ún. részletösszegeinek vagy szeleteinek sorozatát. 


Amennyiben az "S, ) sorozat konvergens (illetve határozottan divergens), az esetben 


a S a, végtelen sort is konvergensnek, összetartónak (illetve határozottan divergensnek) 
n7-1 


nevezzük, az (S,) sorozat határértékét pedig a S an sor összegének tekintjük. A sort 


n7-1 
definiáló (a) sorozat egyes elemeit — mintegy az összeadás műveletére hivatkozva 
— a Z a, sor tagjainak is nevezzük. 


a—1 

Az 1. §-ban a sorozatokkal foglalkozva a konvergencia és a határérték kérdését 
általában egyszerre vetettük fel (bár a határérték meghatározása legtöbbször lénye- 
gesen nehezebb, mint a konvergencia eldöntése). Végtelen sorok esetében : viszont 
a két kérdést külön szokták felvetni, egyrészt azért, mert sorok esetében általában 
lényegesen nehezebb az összeg meghatározása, másrészt azért, mert végtelen sorok 
esetében nagyon sok használható módszert, pontosabban ún. konvergencia-kritériu- 
mokat ismerünk, amelyek segítségével a fő kérdést, a sor konvergenciájának kérdé- 
sét egyszerűen el tudjuk dönteni. 
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A végtelen sorokat — elsősorban a konvergencia-kritériumok használhatósága 
szempontjából — négy csoportra osztjuk. Az első 3 csoportba tartoznak azok a végtelen 
sorok, amelyeknek valamennyi tagjai nem-negatív szám (pozitív tagú sorok), illetve 
valamennyi tagja nem-pozitív szám (negatív tagú sorok), illetve azok a sorok, amelyek- 
nek véges számú tagtól eltekintve valamennyi tagja egyező előjelű. Ezekre a sorokra 
érvényesek mindazok a konvergencia-kritériumok, amelyeket pozitív tagú sorokra 
mondunk csak ki. Hogy a negatív tagú sorokra érvényesek ezek a kritériumok, az azonnal 
következik abból, hogy a sor tagjait —1- gyel megszorozva, olyan végtelen sort kapunk, 
amelynek részletösszegei épp —1-szeresei az eredeti sor részletösszegeinek. "A részlet- 
összegek e két sorozata tehát együtt konvergens vagy divergens, sőt, ha konvergensek, 
határértékük — azaz a két sor összege — egymásnak épp — 1-szerese, Ami a felsorolt 
harmadik típust illeti, nem közvetlenül azt a tényt láttatjuk be, hogy e sorokra is 
érvényesek a pozitív tagú sorokra kimondott konvergencia-kritériumok, hanem egy 
ennél kissé általánosabb tételre hivatkozunk: 


Egy végtelen-sor konvergens vagy divergens voltát nem befolyásoljuk akkor, ha 
véges számú tagot megváltoztatunk az eredeti sorban. 


A negyedik csoportba azok a sorok tartoznak, amelyeknek a tagjai között végtelen 
sok pozitív és végtelen sok negatív szám is található. Ilyen típusú sorok konvergencia- 
viszonyait már lényegesen nehezebben tudjuk megállapítani, mert gyengébbek a rájuk 
is alkalmazható konvergencia-kritériumaink. E sorokkal kapcsolatban azonban csak- 
nem ugyanolyan fontos az, hogy a sor tagjainak abszolút értékéből alkotott sor is 
konvergens-e, azaz, hogy a sor abszolút konvergens-e, mint az, hogy egyáltalán konver- 
gens-e, Márpedig az abszolút konvergencia kérdését ismét csak a pozitív.tagú sarokra 
vonatkozó konvergencia-kritériumok segítségével dönthetjük el. 


Megjegyezzük, hogy a legutolsó csoportban olyan sorok is előfordulnak, amelyek 
tagjai felváltva pozitív, illetve negatív előjelűek (ha esetleg ezt a váltakozást 0 értékű 
tagok megszakítanák, azokat természetesen figyelmen kívül hagyhatjuk). Ezeket 
alternáló soroknak nevezzük. 


B) Pozitív tagú sorok ! A pozitív tagú sorok vagy konvergensek, vagy határo- 
konvergencia-kritériumai ! zottan divergensek, hiszen részletösszegeik monoton 

növekedő. sorozatot alkotnak. Az előbb említett 
konvergencia-kritériumok nagyrészt úgy jöttek létre, hogy az adott sort egy — a kon- 
vergenciaviszonyok szempontjából ismert — sorral hasonlítjuk össze. Az össze- 
hasonlítás alapgondolata, hogy a. pozitív tagú sorok akkor és csakis akkor konvergál- 
hatnak, ha részletösszegeik sorozata felülről korlátos; ugyanis a részletösszegek soro- 
zata, mint említettük, monoton növekedő. Ha tehát találunk egy olyan konvergens 
sort, amélynek valamennyi szelete nagyobb, mint a vizsgált sor megfelelő indexű 
szelete, akkor e sor nyilván konvergens, mert szeletei korlátosak. Ez esetben az ismert 
sort majoráló sornak nevezzük. Ha viszont egy olyan pozitív tagú divergens sort 
találunk, amelynek végtelen sok szelete kisebb, mint az adott sor ugyanilyen indexű 
szelete, akkor e sor nyilván divergens, mert szeletei nem korlátosak. Ez esetben az ismert 
sort minoráló sornak nevezzük. 


A következőkben röviden összefoglaljuk a legfontosabb konvergencia-kritériumo- 
kat. Megjegyezzük, hogy a feladatok között további, ritkábban használt kritériumok 
is szerepelnek; a kritériumok igazolását is ott találhatjuk. A következőkben, a jelölések 
egyöntetűsége kedvéért a konvergens majoráló sor n-edik tagját c,-nel, a divergens 
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minoráló sor n-edik tagját d,-nel jelöljük. Az alapvető összehasonlító kritériumot 
így fogalmazhatjuk meg :" 


Tegyük fel, hogy b. 50;a, 50ésa a an] sorozat két véges és 0-tól különböző 
korlát között marad, azaz dn i 


- n 


hacsak n már elég nagy, azazn 5 na. Ezesetbena 9 a, és a 2 b, sorok vagy mind- 
n:z1 nak 
ketten konvergensek, vagy mindkettő határozottan divergens, 


Hányadoskritérium: A pozitív tagú 2 an sor 


n7-1 
konvergens, ha egy ng indextől kezdve nti S. a c I; 
8 
divergens, ha egy n, indextől kezdve Ént1 5 1, 


n 


A hányadoskritérium két finomabb alakja : 
Raabe-kritérium. Fenti sor konvergens, ha egy n, indextől kezdve 


a 
-DEA éz; és a 5], 
a, n" 


de divergens, ha valamely n,-től kezdve 


d - 
Hű 


Sh 
si n 


Ennél valamivel élesebb konvergencia-kritériumot, illetve divergencia-kritériu- 
mot adott meg Gauss : 


A S a, sor két egymást követő tagjának hányadosát írjuk ilyen alakban: 
nm] 
ani g.R. Ü, 
an n ni! 
ahol A tetszőleges 1-nél nagyobb szám, (0) pedig tetszőleges (és két oldalról) korlátos 
konvergens, haa 5-1], 


számsorozat. A S a, Sor 
8 segazg de divergens, haaSl]. , 
A gyökkritérium: A pozitív tagú ba a, sor konvergens, ha (valamely na 
indextől kezdve) ni 


R g 
Va, S$a ac 1, de divergens, ha Va, 2 1. 


s Valamennyi Itt felsorolt kritérium megtalálható pl. Szász: Diff. és int. I. kötetében. 
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Egy igen egyszerű kritériumot, az ún. Mac Laurin—Cauchy-féle integrálkritériumot 
alkalmazhatunk olyan pozitív tagú sorok konvergenciavizsgálatainál, amelyek tagjai 
egy na indextől kezdve monoton csökkenő sorozatot alkotnak. 


Jelentsen f(x) olyan monoton csökkenő pozitív függvényt, amelyre 
f(n) — a ha n 2 na. 


Ez esetben az f(x) dx improprius ntegrál ésa 5 a, sor együtt konvergál 


sz 1 


Ra 
vagy divergál. 


y) Általános sorok ] Ha a sor tagjai között végtelen sok pozitív és végtelen sok 
negatív szám található, akkor a konvergenciavizsgálat 
elég nehéz feladatot jelent, : Leghatásosabb segédeszközünk ekkor az ún. Cauchy — 
Bolzano-féle konvergencia-kritérium, amely tulajdonképp a sor részletösszegeinek 
sorozatára vonatkozó Cauchy-féle kritériumnak felel meg, és amely ennek következtében 
természetesen akkor is használható, ha pl. pozitív tagú sorról van szó: — 


A b a, sor akkor és csak akkor konvergens, ja bármely € 50 számhoz meg- 
adható égy "olyan N — Ne) index, hogy bármely n 2 N mellett 
n-t-p 


pa 


k — n-t 


lanya Feet any] — aki 2 8, 


bármilyen természetes számot jelent is p. 
Olyan könvergencia-keitértürütink egyáltalán nincs, amely az (dn) sorozat 


valamely származéksorozata alapján (pl. Vá stb.) tudna választ adni általános esetben 
a konvergenciaviszonyokra. A Cauchy —Bolzano-tételt azonban gyakran jól fel tudjuk 
használni egy viszonylag egyszerű átrendezés, az ún. Abel-féle átrendezés után. 

E cétból tegyük fel, hogy a vizsgálandó sor tagjai két számsorozat, (an) és (ba) azonos 


indexű elemeinek szorzataképp jöttek si hűl azaz a s a, b, sorról legyen szó. Jelöl- 


n:1 
n 


jük továbbá a 5 a, sor n-edik szeletét A,-nel: A, — 5 ak, 


k mi k mi , 
n-hp 
Ekkor pl az sz; S Ax CG — Dr4.1) - An4.p Önapti — An bar 
k mn--1 kz-ni-1 


Valamely ng indextől altérnáló és abszolút értékben monoton csökkenő tagú 
sorokra ferináll Leibnitz igen egyszerű tétele: Fenti sorok konvergensek, ha a tagok 
0 sorozatot alkotnak." 

Megjegyezzük még, hogy egy sor csak ltő lehet konvergens, ha tagjai 0 sorozatot 
alkotnak. 


? Ez az Abel-féle átrendezés alapján azonnal belátható. 
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Példák és feladatok 


e] 
a. ] 1.  Konvergens-ea 9 k sor? 


kami 


Megoldás: Ha felírjuk a részletösszegek sorozatát, igen könnyen beláthatjuk, 
hogy a sor (határozottan) divergens. Ugyanis 


ENE 1 1 1 1 l 


1 1 1 1 1 1 1 
Sz —-I14st-etg 272.5t2-2t4$g—ltots; 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 


n—-1 


1 1 1 1 1 1 
E; E paya ; szegre] e — ( Simi e — ... n—1 — — 


Azonnal látható, hogy a részletösszegek sorozata monoton növekedő, és — tekintet- 
n 


tel az Sg 5 7) 


relációra — nem marad korlátos. Így a részletösszegek sorozatának 
határértéke -b- óo, azaz a S z sor divergens (határozottan). 

I ; ki 
N 


. e] 
2. Konvergens-e 8 ki sor? 


1 


15 00 
3. Konvergens-e a 9 (— 1 s nb s szd sor? 
: kai vétek 


1516 begzó 
4. Konvergens-ea 5 g( D-t g sor? 


na1 nz1617 
la €1; g-7l, illetve g— — 1, végül Ig] 51 esetben? 
5. Konvergens-e a 
500 1. JE s s A I 
ne1 n-501 


sor? 
00 1 ss 
6. — Konvergens-ea 5 FI sor? 


nsi 
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7. Egy csokoládégyár 10 Ft-os áron hoz forgalomba egy tábla tejcsokoládét,. Min- 
den tábla csokoládéhoz mellékelnek egy bont, 10 bonért pedig egy újabb tábla csoko- 
ládé kapható (szintén bonnal). Mennyi a tényleges ára a csokoládénak? Hogyan vásá- 
rol az ügyes vásárló? I 


8. (L; a 7. feladatot.) Ha a 10 (kis) bonért kiszolgáltatott tábla csokoládé , nagy 
bon"-t tartalmaz, s öt nagy bon ellenében egy tábla (kis bonnal ellátott) csokoládét 
kaphatunk, mennyi a tényleges ára egy tábla csokoládénak? Hogyan vásárol ez eset- 
ben az ügyes vásárló? 


B Felhívjuk a figyelmet arra, hogy a feladatok között szereplő ún. összehason- 


lító kritériumokkal kapcsolatban a konvergens majoráns sor tagjait c,-nel, a divergens 
minoráns sor tagjait d,-nel jelöljük konzekvensen! 


l. Igazoljuk, hogy 


a) a pozitív tagú be a, sor konvergens, haegy bizonyos feetssüs szerinti nagy, 


de konkréten jegálásítható no-tól kezdve a, S Can hacsak n : na 


XN 00 
b) a pozitív tagú 9 a, sor divergens, ha a, 2 da, hacsak n 5 no. 
n51 


2. Igazoljuk, hogy a pozitív tagú 2 a, sor konvergens, ha egy bizonyos (bár- 
ezeső] 
milyen távoli, de numerikusan megadható) no-tól kezdve 


a c 
dan Cn 


14 3 a d 
de divergens, ha n 5 ng esetben minden n-re: 2 Ki 
an n 


1 
3. Mutassuk ki, hogy a A 
A ÖKET HTTR 


sor divergens, 


Megoldás : as: sorról kimutattuk (2. § a) a) 1.), hogy divergens. Divergens 
n.1n 
l 


FR EDk sort I 


o 
ezért a 5 — sor is, márpedig ez minorálja a megadott 23 
kzté je bi k—1 


4. Konvergens-e a S e7? ln p 7- ar sor? 


pet 


N 


5. Legyen p 50; ag 50. Konvergens-e a 


serDer 5 les .(ap-D) 
zm (g-t 1) (29--D...(ag-D 


sor, ha p Z 9? 
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1 
gi anyi (AT DPTL ne] epg1 1 
Megoldás : ű. megel 8 1 LT EZ 
Új n 31 
uj 1 
P 1] 
Fenti egyenlőtlenségek közül egyedül a — L - (ha p — g) nem tri- 
LÉSI ! 


viális. Igen könnyen igazolható azonban pl. függvényvizsgálattal. Ezt az olvasóra 
bízzuk. 


Képezzük most a következő sorozatot: 


tják géza BET a (EE. . 
c. — I; ag TI? Cg — ii ... esti . 
p--1 
Ekkor eometriai sor konvergens, mert hányadosa: - £ 1. 
a Z a ca g 1 sor g y kze8 ET 
p 1 —— 
1 
De az előző reláció értelmében (zt! — ESÉS sz E Zsinat , tehát a 
dan Lo g de l C, 
n 31 
2 (PHD 2p3D...(npi I) 
Bol ih MENT ESETET FI 


. ZENET (294 1)...(ng 3-1) 


sor konvergens (ap 5 0; g 50; p — a relációk fennállása esetén), 


6. Milyen relációnak kell fennállnia p és g között, hogy a 


set tp) Ét p)...(n tp) 
2 g(1-t 9) 2-1 9 ...n139 


sor konvergens legyen? (pD 50; g 70. 


7. Az összehasonlító kritériumoknak van egy — a gyákodlatoa sokkal jobban hasz- 
nálható — más alakja i is. 


Legyen a 5 b, sor konvergens, illetve divergens. Képezzük a b an és Sb, 
n7-1 n:z1 


sor tagjaiból ar értékek sorozatát. Igazoljuk, hogy ha valamely n — ny-tól 


n 


kezdve a a hányados két véges és 0-tól különböző korlát közt marad: 
R 


. b 
0 az £7s d 2s 
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bármekkora is n 5 ne, akkor a 9 ap és 5 b, pozitív tagú sorok együtt kop vergen- 
nzz1] n mz 
] 


sek vagy divergensek. 
8. Határozzuk meg ennek alapján, hogy a 


sor a mely értékeire" konvergens ? 


9. Határozzuk meg, hogy a 


co ( 115 1 .§ 
Zbej be 


sor S milyen értékei mellett konvergens? 


Megoldás. A Bernoulli —1 Hospital-tételt felhasználva kis számolással igazolhat- 


S s 
juk, hogy ES ol, ha x 5 0, továbbá a függvény monoton növekedő a 


0OLXxXC 5 szakaszon. Ennek következtében a 


elf 


v], 


5 (vy — 1, 2, . . .) 


NSFST 


sorozat monoton csökkenő, és határértéke Il. j 


A v — I esetben viszont (itt veszi fel a : hányadossorozat legnagyobb értékét a 
monotonitás folytán) a tört értéke: 


S--§ 


(sin 1 1)s MI 
(Sin sk y £ tg (V3 s -- 3 


Vagyis 
b.zslá ns 1.§ 1 
,- sin 5] te] ; a, ——gyső 


választás mellett 


Í s 
32 "lesi S45 
1 eb 3 ? 
ge 1 § 95? 


vst s 


hacsak v 2 I. A 7. feladatban megismert összehasonlító kritérium tehát alkalmazható. 
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A 2. § a) B) 15. feladatban látjuk ínajd, hogy 45 sor akkor és csak akkor 


konvergens, ha S 5 I. Ezek szerint az S? -- S51 sélációnak kell fegiállnia; hogy az 
eredeti sor konvergens legyen. A relációt átírva: 


524§-150 Az y—§5§2?35§-—-1 
parabolának két metszéspontja (gyöke) van az x tengelyen: 


szeszt ls e ad ő s jő1 asz —1-- [5 . /5—1. 
s 2 2 2 2 
Ha tehát BE 
- 5 
ús vagy Sze e 


akkor a sor konvergens, 


esetén azonban divergens a sor, 
A geometriai sorral összehasonlítva a pozitív tagú 5" a, sort, a következő két 
egyszerű kritériumot kapjuk: 


10. Igazoljuk, hogy 


1. a 9 a, sor konvergens, haegy bizonyos no-tól kezdve minden n-ny indexre 
Rszl 


eti S a Za 1 (hányadoskritérium). 


n 
L 
2: A Sa, sor divergens, ha egy bizonyos ni-től kezdve nti 5 1, 
esni n 


- 


3. A 2 a, sor konvergens, ha egy bizonyos no-tól kezdve [a, £adcl. 


3 
II 
pe 


Cd 


4. A S a, sor divergens, ha egy bizonyos n,-től kezdve ÚE 1. 


n:zi1 


(Megjegyzés. Az a tény, hogy a jágzdási illetve gyökkrétériummal kapcsolatban nem 
azt kell egyszerűen megkövetelnünk, hogy a két egymást követő tag hányadosa, illetve 
hogy az n-edik tag n-edik gyöke 1-nél, hanem egy 1-nél kisebb számnál (a-nál) is 
kisebb legyen, pontosabban, hogy a-nál ne legyen nagyobb, igen lényeges ! . Gon- 


k . 1 a sg z 
doljunk pl. a harmonikus sorra B 7] amelyről tudjuk, hogy divergens.) 
Fenti KÖRVETSEHEIA kritériumok csak ús ritkán használhatók; mert a legtöbb 


esetben —zta , illetve Vá határértéke 1. Ha az , illetve Va. értékekből alkotott 


n 
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sorozat felülről (ti. 1-nél nagyobb számok felöl) közelíti meg 1-et, akkor a divergencia- 
kritériumok szerint biztosan divergens a Rérdéses sor. Ha azonban alulról tart a krité- 
riumban szereplő hányados, illetve a gyök az 1-hez, konvergencia-kritériumaink nem 
adnak pozitív választ. (Lásd előbbi megjegyzést.) Ezért élesebb kritériutnokra van 
szükségünk. , 


11. Tegyük fel, hogy a pozitív tagú S a, sorhoz képezett 


n 
: illetve az Va, 


értékekből alkotott sorozat nem konvergens. Igazoljuk, hogy a ús a, sor bizonyosan 
I I na1 


konvergens, ha 
n 
iménti s 1, illetve . dim Va; € 1. 
n 
Igazoljuk továbbá alkalmasan megszerkesztett példákon, hogy a feladatban meg- 
adott kritériumok közül az első csak elégséges, de nem szükséges (szemben azzal az 


; a 
esettel, amikor az ! — 


td , . : ERZEKE a 
. sorozatnak határértéke is volt), azaz, ha (fm: egynéi 
a 
n 


nagyobb, még nem következik a sor divergens volta. 


(Pl. konvergens, pozitív tagú sorokban, bizonyos szabály szerint felcserélve egy" 
mással tagokat, ilyen ellenpéldákat tömegesen ! gyárthatunk.) Igazoljuk továbbá, . 


a lim Va 5 1 relációból következik, hogy a . a, Sor divergens, Míg tehát a Tim érti 


értékének ismeretében csak azt tudjuk bitosiGüt hogy a sor konvergál — azaz "ha 


lim im 221 nem kisebb egynél, sőt bármilyen nagy is, ebből nem tudunk következtetni 


hanj 


n 
arra, hogy a sor divergál-e —, addig: 


ző I á lim [a €1 
AT s STEAK ÉNSŐT konvergál, ha lim Va c], 

SZE divergál, ha lim [/a, 5 1. 
12. Igazoljuk, hogy a . 


Ma 


Con 
sor r minden értéke mellett konvergens ! 
sz r? 
Van rap ő! és n-től független, 
j n 


tehát a sor " minden értékénél konvergens / 
13. x milyen értékeinél konvergens a 
00 x2n 


peza 1 3- x$ 
sor? 
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Megoldás: A vizsgálatot elegendő x pozitív értékeire elvégezni, mert x előjelé- 
től a tagok értéke független. I 


de. 3 M sg ; 1 
[ x ] — 1 esetben a sor bizonyosan divergens, miért minden tagjának értéke 5 


x más értékeire egyébként a gyökkritérium segítségével végezhetjük el a konvergencia- 
vizsgálatot; 


n 
4. xan 5 x? 
—  — —— —  — 
(1-4 xíy" 


lx] 1 esetében a nevező egynél bizonyosan nagyobb (egynél nagyobb szám- 
nak bármelyik gyöke nagyobb egynél), így 


$ 


n 
Va, c xX2zI, 


a sor tehát konvergens. [x] — 1 esetében így folytathatjuk: ha a nevezőt csökkent- 
jük, a tört értékét bizonyosan növeljük: 


An x8 1 
Va, Es Pa eztéer st 1, 
(xan" 9 


tehát a sor konvergens. A sor tehát az x — 3- 1 értékek kivételével x minden értékére 
konvergens. 


14. A 2 dx pozitív tagú sorhoz elkészítjük az egymást követő tagok hányadosainak 
n-—1 
sorozatát, az 
dg dz ., — dn-ta , 
e, 9... 70... 
di dzs dn 


sorozatot. Igazoljuk, hogy a sor 


ha valamely ng indextől kezdve minden n,-nál nagyobb n indexre 


érvényes az. , 
dnti 
konvergens — al — 
ekes ptatááaá éspedig jálamely élígél nagyobb (rögzített) a-val 
a a 1); 
" ha valamely n, indextől kezdve minden ny-nél nagyobb n indexre 
. — érvényes az 
divergens fnti ch ző 
an n 
egyenlőtlenség. 


(Raabe-kritérium.)" 


" Más gondolatmeneten alapuló bizonyítást találunk pl. Szász: Ditf. és int., I. 594. o. 
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Útbaigazítás : : A konvergencia bizonyítása igen egyszerű gondolatmeneten nyug- 
szik. Ha ugyanis érvényes az 


dn 


, hacsak n- n, 


5]? 


reláció valamely a. - 1 rögzített állandóval, akkor egyszerű átrendezéssel adódik az 


(n — 1) an — n an41 5 (a — 1) ag 


reláció is. Ha tehát sikerül igazolnunk, hogy a Ba [(/n — 1) as — nari] sor konver- 
n-1 a 


; l ; 
gál, akkor konvergál a 2 CSEKE] [(n — 1) an — nan41] Sor is, ez pedig majorálja leg- 


n-1 


utolsó egyenlőtlenségünk szerint a Boz an sort. A részleteket az olvasóra bízzuk. 


nai 


A divergencia-kritérium gaz ése még egyszerűbb. Ti. csak a 2. § a) a) 1. feladatá- 


nak kae GYEt és a 2. § a) B) 7. feladatban igazolt tételt kell felhasználni, s az állítás már 
is adódi 


15. Vizsgáljuk meg a lüke hogy a 


sor konvergens-e: a) a 5 I; Bi azlil; — c) a c1 esetben? 


16. Vizsgáljuk meg a Raabe-kritériummal, hogy a 5-7 


1 
sor konvergens-e: 
nze 1 n log" n 


a) a c1; b) a—1; c) a51 esetben? 
17. Mutassuk ki, hogy (p, 50; ps 50; gy 50; 9950) a 
Sp) Up) (1--2p) (1-3-2p).. (1 -- np) (1 2 pg) 
mil tg) (1 -- 92) (I t- 2 99 014 299...1- np) (1 -4- ngg) 
sor konvergens, ha pyp2 C ad 12; 
de divergens, ha py P2 2 d1d2 Ha PiD2 — 91 do akkor az 
14 9-4 d2 5(1-4-p) (14 pg reláció fennállása á konvergencia feltétele, 


, 2 . , a sé 1; 24: 
Megoldás : Elsősorban nyilván az szú törtet vizsgáljúk: 


n 


anni  [1/4(3 Da] t(ntFDPpel 1-4 (1-4 D(prrtP2 T (n 4 DPi1Pz 
ha — [1£(04Da1(14(nFDg]  1-(n4D(g--g9) 4 (a-t 1? 91 ge" 


Hogy a Raabe-kritériumot — amely alkalmasnak látszik atört alakjából ítélve a probléma 
eldöntéséhez — alkalmazhassuk, a számlálót és nevezőt úgy kell átalakítani, hogy mind- 


1 z ű , 
kettő ő7 hatványai szerint legyen rendezve; így kaphatjttk csak meg osztás révén a 
kritériumban szereplő alakot; az osztást természetesen csak oly pontosságig kell foly- 
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v 


1 kiég 
tatni, amennyit a kritérium megkíván, azaz az első hatványát tartalmazó tagot még 


pontosan kell SEGÁáTAT ő 


anya — 1-4 (Pit Po) t- Pi De 1 n (pi -- Pa Tt 2 pi Po) 4 n" pi De 
an 1l 1- (gi -- 99) -- gi d2 Tt n (gi -t ge t 2 91 92 -- 1? 91 ga 


1 
Wes 2 9.0... 
PiPat 7 (Pit Pat Pi D2) t (PP: 


—— een eeee————————————U———ö— —— o manna et. 


g1 g 
119824t—(ntgdt2m gt... vs 
5.1 Pi Pa (41 Tt 92) — gi 92 (Pi PJ ; 
on pi p? , 
; j dni Di Dec 
Amennyiben tehát pip. — di da; akkor lim a 1 
an di 42 
; konverge 8 
és a sor bizonyosan ; dverene, " Ha viszont Pi P2 — 91 do akkor 


N 


dni. ha l 91 -t 92 — (pi TD) Bis 


an n gi 92 n? 
j star ; 1 
mert a di d2 — pi D2-vel egyszerűsíteni lehet. A Raabe-kritérium szerint ekkor a — pa 


együtthatójának 1-nél nagyobbnak kell lenni, azaz: 


ar 92— (PT PI . 1, 


(di F d) — (pt DPI: 4 9 
di 82 


szükséges tehát ahhoz, hogy a sor konvergens legyen, Kissé átrendezve, majd mindkét 
oldalt 1-gyel bővítve, és a ps pa — 441 ga relációt felhasználva, a konvergencia szükséges 
feltétele: 


m-t det] - 9192tptpet1l-—ppetptpe.t1l-—(pt 1) (pet DD; 
g. e. 


szi a 
18. Igazoljuk, hogy a D an sor konvergens, ha nin EE S-a (a: 1), 
n7-—1 ni 


dni 
hacsak n- ng, de divergens, ha minden n — n, indexre nn—- s -1 


(Schlömilch-kritérium).§§ n 


. 1 
s Az 2; együtthatójú tagot az - együtthatójúba beolvasztva, az sg) együtthatóját tetszőlegesen 
kevéssé befolyásolja, ha n már elég nagy, s így a számolásnál nem is kell vele törődnünk. 


"s L. pl. Knopp: Unendliche Relhen. 279. o. A kritérium egyébként a Raabe-féle közvetlen 
következménye. 


5 Műszaki matematikai gyakorlatok — 44231/VI 
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19. x milyen értékeinél konvergens a 
és ÚR n1—1—x (n—2—x).:..(1— 93) 
za n ! Ki 
sor? 
20. Konvergens-e a 


1 1 
S sse[rEs tpt...tg] 

n7-1 §j Y 
sor? 


ta 


Megoldás : —eti —e nti, Ebből láthatjuk, hogy a Schlömilch-kritériumot 


n 
lesz célszerű a konvergenciavizsgálatnál felhasználni: 


4 
x 


a — —— . n 
-t1 nine "11——-x—— , 
a, nt 1 


x 5 l esetén a sor bizonyosan konvergens, 


n ln 


Ezek szerint: Í ; 
x € 1 esetén a sor bizonyosan divergens, 


x — 1 esetben — ahogy azt könnyen beláthatjuk (pl. a 2. § a) 8) 25. feladat 
alapján) — lényegében a harmonikus sorra jutunk, amely tudvalevően divergens, 


21. Igazoljuk, hogy a 


3 a (a HF D(a-t2...(atn—18(83D(8? 3 2...(81n—1 x 
-ező öli niy(rytD(vy32...(yVtn—0 
sor [x] CT 1 esetén a, B és y értékétől függetlenül konvergens, Ix I] 51 esetén fel- 
tétlenül divergens. (Fenti sor az ún. hipergeometrikus sor, az ún. hipergeometrikus 
függvényt definiálja)! 
Milyen egyenlőtlenségnek kell fennállnia a, B és y között, hogy a sor x—1 
esetén is konvergens legyen? 


Megoldás : 
ani alat D...€4n—Dftf1D.. (PtFn—D(8-km , 
a, (n - D!y(y-4-1...(ytn— (yik mn 


sa EME E elert 52 Ask Ua zt KEZE  sllrlk Selzsztbsz JŐ S 
n]y(yHr1D...(y4n-—1) 5. 


" Feltéve, hogy a, 8, ill. y nem negatív egész számok, 
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han — 00. Ha tehát ] x ] — 1, akkor a sor konvergens, [x ] 3 1 esetben pedig 
divergens, x — 1 esetben 


a B 
haeg1ő] tés 
FASE ze Ez zá e a ze eszzzzás 
1 I . 
háp e 5 
nit n n n 


Olyan alakra kell ezt a törtet hoznunk, hogy a Gauss-kritériumot alkalmazhassuk, 


1 5. ; B 
azaz a hányadost — koefficienséig számoljuk: 
n 


Ún ge ERESZ ATESBBT 4 


a8—y-b(y4D?—(a7-8)(y3D—f[a18—y—1] 


l . 
e San ESe A 
n n 
- nz 


.?, e. . 1 , .. 9. e. 8 
A Gauss-kritérium szerint a — 51 alakú tag együtthatója dönti el a konvergen- 


; : Úsz sgt ; 
cia problémáját, feltéve, hogy a sa alakú tagban A - 1 és (0) korlátos számsorozat, 


Utóbbi azonban a, B; y bármely értékénél bekövetkezik, mert bármekkora is a, B és y, 


[28 v(ym— tab) ty D—-ffe8—-v-1 [/ 
7. sze Ee EL ÖSS A ee ea ézze ea ie jeez sie e e esoseáse SE ZE gé 


0, 52 
l 
j 1-1 T 
c2lo8ty3t.y?t1—(y3- 1) (a 1 6)], 
ha n már elég nagy, következésképp (0,) valóban korlátos A — 2 választással, 


A 


alakú tag együtthatója: y -- 1 — (a t- B); a sor akkor konvergens, 


ha ez egynél nagyobb: 
y41—(a38) 51; ybtlsat8B-h.l; azaz y sat B. 

]x]a1 esetén konvergens, bármekkora is a, B, illetve y; 
x-—1 " esetén konvergens, ha y 5 a 34 B; divergens, ha 

A sor tehát ySadtB; 
]lx] 51 esetén divergens, bármilyen számot jelent is a és B, 

illetve y. 
5" 
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22. A Cauchy— Mac Laurin-féle integrálkritériummal kapcsolatban tekintsük a 


2 an sort, ahol is az (a,) számsorozat monoton csökkenő 0 sorozat. Legyen 
n-1 
f(x) az x E n, intervallumon pozitív, folytonos és monoton . csökkenő függvény 
továbbá f(n) — a,, ha nz n,. 

Adjunk becslést a 


3.104] - B an és a Za Lj J ne dé — p.Z8 
n.k] 
különbségekre. 8 
Utbaigazításul mellékeljük a 2. ábrát, továbbá a következő két becslést; 


ú N 
02 [fő d8— Ó a 5 an — ag; 
N 
dN41— dn41 ] f(€) dé — ja s) ax S 0. 


no 1 


fe) 


[j 
o 


2. ábra 


23; Mutassuk ki az integrálkritérium segítségével, hogy a 


árba] 
sor divergens (x 5£ 0 esétben). I 
24. Igazoljuk, hogy az 
n 1 
E (u - 5 —an 


sorozat konvergens, és határértéke: C (az ún. Euler-féle állandó) 0 és 0,6 között van; 
gazoljuk továbbá, hogy az (u,) sorozat monoton. csökkenő, 
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25. Igazoljuk, hogy a 
n 1 1 i 
(Vrn) — ho va Egyes mez ani 


sorozat konvergens; mutassuk ki továbbá, hogy a í(v,) az előző feladat (u,) sorozatá- 
val intervallum-skatulyázást képez. Számítsuk ki FANSK alapján C értékét 3 tizedesjegy 
pontosságig. 


26. Konvergensek-e az alábbi sorok? 
e (3 Ily 3 e [31—57 sza lítébe zsz 
9 kest VA láva] 
n"1 


jéé n — Inn 12— 98 
d T MSÉZERET S TEKSÉSSÉS n-kH1 ; 2. ség 
) Pp ; n? ari €/ 2 dás a 


27. Konvergens-e az alábbi sor 0 Ta €B a 1 esetén? 


a 28-h3a?348?-45a3-468!-H...48n—DatF2nBr Ah... 


28. Konvergensek-e az alábbi sorok? 


n Inn . 1 


új. SS ) ZTE] 


29. Konvergens-e a 


09 j L 00 9 . 5 
a) 2 "ns; b) 5 [1— cos ő] c) 3[11—osl; : )] sor? 


30. Konvergens-e az 


a) s e7Vn ) 3 
n51 


ESETET 
———— — sor? 


: li 
31. — x milyen értékeire konvergens a s E KKSTÉ SEB aj 
n52 


CASES 
Megoldás : Elsősorban azt kell belátnunk, hogy a S a ER ésés [E 
n52 
tagjai n elég nagy értékénél valamennyien valósak és azonos — éspedig az x-ével 
egyező — előjelűek. Ehhez elegendő azt kimutatni, hogy a számlálóban szereplő függ- 


vény argumentuma 
Vx - n? —n-al[/13 1j 


n elég nagy értékeinél x előjelével azonos előjelű, és abszolút értékre rr-nél kisebb szám. 
A konvergenciaviszonyok meghatározása céljából a tagok nagyságrendjét is meg kell 
becsülni. 
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NE- 


is pozitív. Nagyságrendjét megbecsülendő a Bernoulli-féle egyenlőtlenséget használ- 
hatjuk fel (I. e sorozat A. II. kötet, 10. § 21. feladatát) éspedig fordított irányból, 
A Bernoulli-féle egyenlőtlenség szerint 


Ha x 5 0, akkor 


p 
(1 --aPZl 7 ap, azaz V1-3§apá11a, 


ha p természetes szám és a 5 — 1. Nekünk az 


1 3-x 3 
n posa 


kifejezés felső-becslésére van szükségünk (x 5 0), mert az alsó korlátot már ismerjük 
(ti. a kifejezés pozitiv). "Ezért a 
x 
p ta 


kifejezést kell felülről becsülnünk, ami a Bernoulli-féle egyenlőtlenség második alakja 
szerint 


! 


Pe 


x x 5. ük ; d . 
jó -k ae S1-t 57? hacsak már PE s — 1, azaz minden n-re. Eszerint 


x 
osalffzz- eri 1-3 


haxS0,ésn 5 0; azaz ha n elég nagy, ti. han — 5 , akkor argumentumuk való- 


ban 0 és x közé esik. Ha viszont x € 0, akkor az 


e 


kifejezés csak akkor valós, an SzVix]. HamárnSzVIx[, akkor utóbbi kifejezds 
biztosan negatív, azaz a 0 egyik felső korlátja, Alsó jelzik AGA könnyen kapunk, mert 
ha nEzVIx1, akkor 


0£1- 5 Cal, és így V 1-5 sz 1 -- zt , következésképp 


vi 14-11 ao; 


n Hl Mein 
n n 


valóban — - és 0 közé esik. 


, ?, j x j 
ha tehát még n — IX] , akkor n 
1 
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Az összehasonlító kritériumnak a 2. § a) B) 7. feladatban megismert alakját 
felhasználva, most már nagyon könnyen igazolhatjuk, hogy a 


bo sin (Vx 3 n? — n) 
sor x minden értékére konvergens, 


Az előbb levezetett egyenlőtlenségekből ugyanis az is kiolvasható, hogy 


J VxFnz — ni] E 1 , hacsak nz VIxi . Jól ismert az a tény is, hogy 


Vt: SK stl 
Isinx]ISE]xl], így tehát az adott sor tagjait a Böss 487) illetve S - GT 
sor tagjai majorálják, illetve minorálják, ha csak n 3 max Vixi ; a] § 
Így tehát, figyelembe véve a 2 § a) 8) 16. feladat eredményeit, a 
os sin (Vx 4 n? — n) 
n—2 ln? n I 
sor x minden értékénél (abszolút) konvergens. 
32. Az 
L]? [1.3]? 1.3.5...(0n—Dj? Hl ieerremi 
5) új 3] h.t[/ ETEL SSET OI tsz ál emti 


sor p mely értékeinél konvergens? 
33. — p mely értékei mellett konvergens a 
2 2.4-6.,..2n32 ? e [2nr9!! 
6ll 1-3.-5.,.. 20n31 een] ő b ösze I 
sor? 
34. a milyen értékeinél konvergens az 
00 9 1 
Í je. 58 00 1 1 1 60 SAKE 
a) 29 ; illetve a b) S 095 tg kh...) — w ae sor? 
v—-1 vy—]1 


35. Konvergensek-e az alábbi sorok? 


9 92 93 n—1 
agtagtazteetemzittete 
L/ 2 38 
0) úsügléá dé 4. HEKEENTTZ ETETETT dj ése 
1 1 
01-45 4 TI ss exet 


20 manh ő 
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y 


36. x mely értékeinél konvergensek az alábbi sorok: 


00 1 09 f 19v 00 
öss B Se da 


n7-1 v0 


37. Konvergens-e a 


98 1 
S (— 1yrti ő 
ml z 


sor ? 85 


38.  " Koönvergens-e a 
e sinvi]lnp 


ZA 


v—1 


39. Konvergens-e a 9 sinna sora valamilyen értékénél? 
I n7-1 


40. Legyen az sal 
d1 d 9) 4. ..., dn 866 -— (an) 


pozitív elemű sorozat nullsorozat! Milyen feltételnek kell teljesülnie még a fenti 
sorozatra, hogy a 


2 an sin a, 
n71 
sor konvergens legyen ? 


41. —— Határozzuk meg, hogy azon végtelen sorok között, amelyeknek általános tag- 
ját: a,-et az alábbiakban megadjuk, vannak-e konvergensek, és melyek azok? 


1 ni, beste ss 

a) dn 7 1? d) KÖSZI Hé g) a, - [V/n341— [an]; 

1 Kg szttes " 

n 

(n!)? TA .n! 32 .n! 
b) nam T? e) a, — ni? h) a, sz mm? 

5 -kn j .n n n 4-1 — Vn 
c) dn — 5 ; f) dn — ÉT k) gyei Alt 


42. x mely pozitív értékeinél konvergensek az alábbi sorok: 


x-bHn]), S, s.lb ., Vh. 
aj 3] s J b) 27 ) ZTTa? d) 2 (Wx—D; 


nz-1 


e) 33-15]: f) 3 (Va — 1. 


nu 
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43. Konvergensek-e az alább megadott sorok: 
3 . § 3 sa 3 3 8 
(V2— VI) 3 (V3—V2) 4. ..4(Vn1—Vn) ht... 
- $ n 
b) ( — 120 3-(V2—198 3 (V3—199é 9... (Vn — LETT ee 


c) (1— 11 -- (V2— 1) 4 (V3— 1) esett Wne1) 4 is 


44. —— Összetartóak-e az alábbi sorok: 


1 sé s 90 


v" § c ——— — s, ; 
a) mi 241 , ) 8-3) 841? LE ÉTETT ame) ETC] Kr 1) 
88 1 sss z 1 
" 27 —I -72—-—1 ZTE 
00 9n 
g) TET 
2 m1 


45. Állapítsuk meg, hogy az alábbi sorok közül melyek konvergensek, és melyek 
nem: 


1 1 1 1 1 1 1 1 
tl ál átt áááli bb otgtogteetTzazg tte 
1 
c) — ms aba Esés KÖLT ETET HÉLÉ ÉT 
46. Keressük ki az alábbi sorok közül a SEEK ESZE KÉS 
l 1 1 1 ji 
a ztiztactreetaetees b) — s ájoés tt gbeeezgéttess 
JEG s n 
V3 V3 
4 8 12 4n 
KEK GEY METÁN A SAÜ TT ETTT TES ÉSÉ 
4 8 12 4n 
B ESFEÉSESÉHÉT DEREMREEA aza HET 2 esszzzas 
1) 5-3 3.4 rap tessti 1)  taDpazgjit tt 
3 5 7 2n-t 1 
9 szatsaszta5gt tti tt EDGIJTGIED Tt 


47. — Mely sorok konvergensek az alábbiak közül: 
1 1 1 


2 2 ási 2 1 
aTrtatzTteetmtTeee 71 Ttye vs .. ve 


74. 2. §. SOROK KONVERGENCIA-KRITÉRIUMAI. MŰVELETEK SOROKKAL 


3 3 3 . 3 
Mela Bag eza vaz ej) vé 
1 1 l 1 1 1 1 1 
dt ts zt eeeT ge Tee E VÁKLOÉ TÖRÉS Tr EZT AL HÉ EE S Na 
V2 VB Vn i 
48. x mely pozitív értékeinél konvergensek a következő sorok: 
1 1.2 n ! 
vari ezgerzieei GEDGED Gant 


b) x-4 215 


karl] a ... tn! 


xi? 
ie 


00 " n 
49. — p milyen értékeinél. konvergens a 9 ks fi A sor? 
n7-1 


50. x milyen pozitív értékeinél konvergens az 

BE a ÁB ág egesze sszeg sz BŐ csn szeli sg 
xita (xi a k(2x7-a) (x ta) 2x Tt a(3x- a)... (nx -t a) 

sor? (a 5 0.) 


51. Igazoljuk, hogy pozitív tagú sor esetén — ha a sortagok monoton csökkenő 
sorozatot képeznek — a konvergenciának szükséges (de nem elégséges !) feltétele, 
hogy az (xan) — (an)-en kívül az (ya) — (na,) sorozat is 0 sorozat legyen ! 


52. a milyen (pozitív és 1r-nél kisebb) értékeinél lesz pls az 


a) sina 4 sins b sin mos. sin tb h s b) Sz sinz sor? 
n7-1 


53. Igazoljuk, hogy — ha a pozitív tagú Ba an Sor TARRREÉNÉT akkor a 


n—3 


Ves u Va, ses 
5 ZT7 EF. (e 50) 


sorok is konvergensek, Sze Ek kicsi is az e szám. 


54. Határozzuk meg, hogy az ún. Bertrand-féle sorok: 
00 1 . 00 1 Hi ső 1 . 
2 nin n? Znmninlány Zana ? 


(szokásos jelölés) 


Zranlan dala " 2 anni, nin 55 ; 


c milyen értékeire konvergensek." 


s L. pl. Szász Pál: Diff. és int. számítás. I. 591. o. 
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55. —— Igazoljuk, hogy a 
pa) n" PA 


sora 5 Il esetben konvergens, c S 1 esetben divergens. Becsüljük meg a konvergens 
sorok értéké , és a becslésnél elkövetett felső hibakorlátot adjuk meg, 


n 


; ként éEElő —Va 
56. o milyen értékeinél konvergens a: XN --- -- sor? 
aan n:]Ín9n 
n-2 
57. Konvergensek-e a következő sorok: 


a) sin 3 3- 4 sin? 1,5 3- 27 sin8 1622 sintó eh .. 


3 9 3n 
) 2 Arctg1 T 4 Arc tg? 2 Kuss áz 27 Arctg" n bis 
v ! 1. Határozzuk meg, hogy az 


1455—getietjezztt 
VB 2 VST VE 


sor konvergens-e ? 
1 


Megoldás: Megkíséreljük a konvergenciavizsgálatot a Cauchy — Bolzano-féle 
kritérium segítségével elvégezni (ami lényegében azt jelenti, hogy a részletösszegek 
sorozatának konvergenciáját vizsgáljuk a Cauchy-féle kritérium alapján). Nyilván- 
való, hogy olyan szeletek különbségét igyekszünk először megbecsülni, amelyeket 
zárt alakban könnyen elő tudunk állítani, vagy legalábbis amelyekre jó alsó és felső 
becslést tudunk adni. Így pl. az 


Idgn4.1 s d3n42 Tess dgnal 


kifejezés értékét könnyen tudjuk becsülni, mert ebben a (véges) összegben a negatív 


Ír 


bezárólag, a pozitív előjelű tagok ugyanezen sorozat másik részsorozatának elemei 


előjelű tagok az sorozat egyik részsorozatának elemei k — 2n -- 2-től k — 4n-ig 


k—4n7- 1-től k — 8n 3 3-ig bezárólag, s így külön a pozitív és külön a negatív 
tagok összegére is jó becslést tudunk adni. 
, A pozitív, illetve a negatív tagok összegének becsléséhez a Mac Laurin— 
Cauchy-féle integrálkrítériumot, pontosabban az azzal kapcsolatban levezetett becslő- 
formulákat (2. § a) B) 23.) használhatjuk: 

2n--2 ; asd 1 2n--1 1 

1 2n-k 
lzrezvsrúsés Bő EE ESEE. s [ő 
V4n--17-2x fo V4án 3-1 7 2k V4án 3-1 3 2x 
0 ze 


1 


76 2. §. SOROK KONVERGENCIA-KRITÉRIUMAI. MŰVELETEK SOROKKAL 


és 
a--1 R . 
s ZEE s sss d zs e s nam dx 
———— dx S Esesszzoszátk e ETTE zzzzt s 
fa 3 2x kézi V2n 3- 2k V2n -- 2x 
1 0 
azaz I 
4 ze tesz etes 2n-F1 1 NN NE TESKSSS 
[V8n45—V4án41] cs pe EPESNESZTTte AAA ét e 
és 
FYERENKESSESB ű 1 ERB zi 
[V4n32—V2n3 215 2 Tar zsg s1Vn— 2] 
Így tehát KERNI 3 
(V8n 3 5—V4n--1]—[V4n—V2n] s 
s ; Sszsszegg áz dséregásze ük önsál sa 
ei —— e A IZ I — e zi Ef dan dan 46. Ügn S 
üi 2 V4án 41-34 2k Pa Vön éa sat EGE 
s [V8n43—V48n—1]1—[V4n-4-2— V2n3- 2]. 
Könnyen belátható (az igazolást az olvasóra bízzuk), hogy 
V8n — Ván S V8n 3- 5 — V4n 3- 1. 
Ezért 


amibe -b ama] 2 [8775 — Van FT] —[Van e Vőn 1 ze 
z [V81—V4n1— [V4n— V2n1—V2n(2—2V23-1 —(3—2V2) V2n. 


A sor tehát divergens, mert az [I dgn414 tt danya toe tt agnyel 


kifejezés nemcsak, hogy nem válik tetszőlegesen kicsivé, ha n már elég nagy, hanem 
ellenkezően, minden határon túl nő, s így a Cauchy —Bolzano-kritérium értelmében a 
sor biztosan divergens. 

I (Megjegyezzük, hogy ha azt mutattuk volna ki, hogy § 


4 


d3n-3-1 3; dani3-3 E 3 biléta 5: Ez agsny2] 


tetszőlegesen kicsivé válik, ha n elég nagy, ezzel még nem bizonyítottuk volna a kon- 
vergenciát, mert csak p egy speciális alakjára mutattuk volna ki, hogy 


Ia. -k anya rt ess b dnapl 


tetszőlegesen kicsi, ti, a 3p — 3n 3- 2-re. Ez esetben tehát tovább kellene folytatni a 
vizsgálatot.) 


2. Határozzuk meg, hogy az 


e áz ei see ee nane visza tsok És Vass 
3 V5 VP Vá VO V9 Van Vp6 p8 j 


sor konvergens-e ? 7 
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s 


3. —— Állapítsuk meg, hogy az 
1 1 1 1 1 1 


ina" tmeéetms in5 


n41 m3tin6 TT — ese 


sor konvergens-e ? 


4. Legyen a pa a, sor olyan tulajdonságú, hogy részletösszegeinek sorozata korlátos: 


9—]1 / 
n 
29 


vy—1]1 


(ahol C nem függ n-től !) Az ev sorozat tartson monoton csökkenően a 0-hoz, Igazoljuk, 
hogy egyrészt a 
S ee 


9—] 


sor konvergens, másrészt a Cauchy— Bolzano-féle konvergencia-kritériumban szereplő 


n-4-p 


ba 8, úy 


y—n 


összegre (p-től függetlenül) a következő becslés adható meg: 


n-t-p 


1 
szt já S20C e. 
97-—n 


Útbaigazítás : Az igazolandó egyenlőtlenség (és ebből a Cauchy— Bolzano-krité- 
rium alapján a sor konvergenciája) az Abel-féle átrendezés segítségével könnyen adódik. 


5. Az (e,) sorozat legyen monoton csökkenő nullsorozat. Igazoljuk, hogy ekkor a 


A e,cospx és A e,sinyx 


9] ezi 
. sorok konvergensek, ha x:§£ 0 (mod 279. 
Megoldás: Abel tétele értelmében ehhez csak az szükséges, hogy a 
Zcosvx, illetve SZsinvx 
sor szeletei közös korlát alatt maradjanak, 
Mindkét véges összeg zárt alakban is előállítható:" 


s Mindkét formula könnyen levezethető. Ugyanis 


8 x 
2 sin : sin x am cos 5 — cos38; 2 sin 3 . cos x m sin 3— — sin 5; 


2 2 2 ú 
x cé x x § x "mem X 5 x 
2 sin 5 .sin 2x ma C0S3-5— 0055; 2 sin : cos 2x m sin 55 —sin3 


. X ME 
x — cos ——— xs; 2sin — cos nnx ez sin 7 x— sin 
2 2 lú 2 2 


Fentj azonosságokat összeadva, és 2 sin 5-vel osztva, kapjuk a kívánt zárt alakú előállítást. 


x . 
2sin 3 sin nx m cos 


2n—1 2n 31 n31 mnti, 
2 a. 
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x 4 1 . n 2... ef 
cos — — cos Ín-- —ix sin - x sin —Xx 
n . 2 2 2 
ba SÜT JÉ , EESÉ SÁS een RE ösi 
sz 2 d sin 4) 
2 2 
. 2n73-I 4: E x . x 
sin x — sin — cos (n 1) -- sinn — 
n 2 2 VSE) 2 vs 
psz cos vXxX — EZRES EKE Esz SEEÜKKESET SZÓKSZENETÉ 
verik 2 sin — sin — 
2 2 


Ebből következik, hogy x5£ 0 esetben a szeletek sorozatának közös korlátja: 


sin 5 


x— 0; tf 2mx; - 4mx; ... esetben viszonta 9 e, cosvux sor a 9 e, sorral együtt 


y—1 9-1 


konvergens vagy divergens, 59 e, sin v.x konvergens, és összege 0. , 


v:1 vi 
Vagyis x 40; ti 2m; -t 4mx; ... esetben mindkét sor konvergens; x — 0; 
t 2; - 4; ... esetben az első sor 2 €wvel együtt konvergál vagy divergál, 
v-1 


a második biztosan konvergens x minden értékére ! 


6. Konvergens-e a 


S n79108 e- 3 cos nx 
ínsz1 
sor? 
7. Igazoljuk, hogy a 
23204 0BDa (az 0 
n—0 
sor esetében — ha a sor a Leibnitz-féle feltételeket teljesíti, azaz fan monoton 
csökkenő nullsorozat — a sor összege és.a k-adik szelet különbségének előjele egyezik a 
. sk 3. sáv . 1 
k -- 1-ik tag, a, , , előjelével, a különbség abszolút értéke pedig kisebb, mint 5 Il arai] 
8. Határozzuk meg az előző feladatban igazolt tétel és a 2. § a) B) 25. feladat 
segítségével a C (Euler-konstans) második tizedesjegye pontos értékét ! 


9. S milyen értékeire konvergens a 


sor? 


Megoldás: Láttuk a Raabe-kritériummal kapcsolatban kidolgozott feladatban. 
hogy § 5 I esetében a sor abszolút konvergens. 
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v l 
0 a Szs1 esetében — tekintettel arra, hogy ekkor a, ÜTÉS dai 0 monoton fogyó 


módon — a Leibnitz-szabály értelmében konvergens a sor. 


S s 0 esetében f(a,) nem 0 sorozat, így a sor divergens, 
Tehát S 5 0 esetben konvergál, S — 0 esetben divergál a sor, 


10. Konvergens-e a 
sin ET 
sa 2 
sg  Ínv 
sor? 
11. Konvergens-e a 
s 1y In 
2 (—1) vln Í 


sor? 

12. — Konvergens-e az 
ús 1 
2Z (—ny h sza ai ] (a 50) 
n-0 

sor? 


13. Konvergens-e az alábbi sor: 


5 Inin2— 2 In In 3 3- — , . . 4 (— ijet sas 
14. : Konvergens-e az 
gs B ete EE 1. 


sor? 


15. Konvergens-e az 


1 1 1 1 1 
KA EÁ: ELSE VÁLA. tásaő Lal álat tg 


sor? 
16. x mely pozitív értékeinél konvergens a következő sor : 
1 4. 1 1 e. l 1 
Ari "azaz tg gek 


Útbaigazítás : Vizsgáljuk a sort pl. abban az esetben, ha n Sx c n-t 1. 
Igazolni fogjuk, hogy a sor konvergens. Ugyanisaz n S x c n 3-1 feltétel mellett. 
1 1 1 


2 £ 


1 3- n73- 1 14x "13 n 


(— I, 2,...) 
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1 1 : ONE "SSRNNNNB 1 
lex in Láx línit ürmnűüiniD 


Tekintsük most a sor 2k-adik (k 5 n) szeletét : 


0 S 


1 1 1 ji 1 
STT z gk E NEV héja 
— 1 1 1 ji 
15..ti -ENTÉSÉR ei] tet 
1 1 ke 1 4 4 1 
EGES VÉGET ME ETLENES I, zpezaj tet Te EGZD[/ 


1 1 
Ebben a kifejezésben az l -- 5 Ft ja összeg független k-tól. A kerek záró- 
jelben levő tagok összege a fenti egyenlőtlenségek alapján becsülhető, és k — oo 


1 
esetén konvergál, minthogy a ——————  — —,—,——,— — 
S úg 2 d4mnd3-nF) 
zárójelek között pontosan n darab tag áll, azok összege 0-hoz tart, ha ka co 
Ezek álapján már könnyen megállapíthatjuk a konvergenciaviszonyokat. 


sor konvergens. A kapcsos 


17. . Határozzuk meg, hogy a 


S - ye 


n71 
sor konvergens-e. , 


18. . Határozzuk meg, hogy a (—1y 


S (-1y 


vsz] 


sor konvergens-e. 
22. K § (—1y YEN ÉRÉS ( elősszlzi al 
8 onvergens-e a 3 (—19 a, sor, ha ap—1— [7 41 


ns060 


b) Műveletek sorokkal 


a) Az abszolút konvergen-] Említettük, hogy azokat a sorokat nevezzük abszolút 
cía és jelentősége konvergensnek, amelyeknél a tagok abszolút érté- 

keiből álló végtelen sor konvergens. A nem abszolút 
konvergens, de konvergens sorokat feltételesen konvergensnek nevezzük. A Cauchy — 
Bolzano-féle konvergencia-kritérium alapján azonnal belátható, hogy bármely végte- 
len sor, amely abszolút konvergens, egyszersmind konvergens is. Következésképp 
egy olyan végtelen sor esetében, amelynek végtelen sok negatív és pozitív tagja van, 
először — a pozitív tagú sorokra vonatkozó konvergencia-kritériumok segítségével — 
azt kell megnéznünk, hogy a sor abszolút konvergens-e. Ha a sor nem abszolút 


PÉLDÁK ÉS FELADATOK : 2.§a) y) 16—22; 2.§Db) 81 


konvergens, akkor természetesen a 2.§ a) részben i:mertetett módszerekkel meg- 
vizsgáljuk, hogy feltételesen konvergens-e. 


. Az abszolút konvergencia fogalma azonban nemcsak azért jelentős, mert — mint 
az előbb láttuk — a pozitív tagú sorokra vonatkozó konvergencia-kritériumok segít- 
ségével. esetleg egy tetszőleges sor konvergens voltát is ki tudjuk mutatni, hanem azért 
is, mert a soroknál is felvethetjük az átrendezhetőség kérdését, és e szempontból az 
abszolút konvergens soroknak kitüntetett szerepük van. Lássuk először is azt, hogy 


mit értünk átrendezésen. Tekintsük tehát a ba a, sort, és a természetes számok 
nal 


egy olya (in) végtelen sorozatát, amelyben minden természetes szám egyszer és csakis 


egyszer fordul elő. A ba aj, sor ez esetben az eredeti sor átrendezett alakja, 
n—1 i 


Ha a sor abszolút konvergens, akkor bármely átrendezéséből származó 5 a; 
/ I nz1. 
sor is abszolút konvergéns, és összege változatlan. 
Ha a sor feltételesen konvergens, akkor átrendezhető mindig úgy, hogy összege 
egy előre adott tetszőleges szám legyen. 


B)  Sorokkal végzett! WNéhány egyszerű tételt közlünk itt. Igen egyszerűen belát- 
műveletek ható, hogy konvergens sorokban (feltételesen konvergens 
sorokban is) szabad zárójelezni, azaz több tagot egyetlen 
taggá összevonni, ezzel sem a konvergenciaviszonyokat, sem a sorösszeget nem 
változtatjuk meg. Ezt az egyszerű tételt elsősorban azért emeltük ki e rész élére, mert 
a tétel nem fordítható meg általában, azaz egy könvergens sorban szereplő zárójelek 
általában nem hagyhatók el," 
Egy közismert és igen egyszerű példa: a 00-64-07... 403... végte- 
len sor, vagy másképp: az (1— 1) 4-(1— 1) 4 ...4(1— 1) b... sor nyilván 
konvergens, és összege 0. Ha azonban a zárójeleket elhagyjuk, az 


isirástbizsa tt tékbbz 


sor divergens, mert páros indexű részletösszegei 0-val, páratlan indexű szeletei viszont 
1-gyel egyenlők.t" I 

Megjegyezzük azonban, hogy bizonyos feltételek mellett elhagyhatók valamely 
konvergens sorban szereplő zárójelek; éspedig ha az egyes sortagok többtagúak, azaz 
a végtelen sor ilyen alakú: . 


n? 


00 Kn jé 
fa As) — (a, t- ag, Tt . s s-t dx) -F (a az, Ft... Far) ts ss 


n—1 Wya-—1 


(ahol a (kn) számsorozat a természetes számok tetszőleges sorozata), akkor és csakis 
akkor hagyhatók el a zárójelek, ha bármely e - 0-hoz megadható egy olyan W — NN (e) 


: Ha tehát az egyes sortagokat magukat valamely (véges vagy végtelen) összeg alakjában írjuk 
fel, akkor ezeket az összegeket zárójelbe kell tennünk, mint egyetlen sortagot kell! kezelnünk, és általában 
nem szabad elhagynunk a zárójeleket. 


ss Az érdekesség kedvéért megjegyezzük, hogy a XIV. században, amikor a konvergencia fogalma 
még nem volt tisztázott, egy , matematikus " a fenti példával akarta matematikailag igazolni, hogy a 
,, világot a semmiből is lehetett teremteni " , hiszen íme, a 0-ból milyen egyszerű 1-et , teremteni", 


6 Műszaki matematikai gyakorlatok — 44231/VI. 
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természetes szám, hogy az N-nél nagyobb indexű zárójelben levő összegek bármely 
szelete abszolút értékre kisebb e-nál, azaz, ha 


Ia, HF da, tt... -t as, ] C8, hacsak n 5 Ne), 


ahol s, £ k, tetszőleges természetes szám. 


Ha viszont az egyes sortagok maguk is végtelen sorok, azaz a db Me a, 
4 k n-1 ús vyn— 1 


konvergens sorról van szó, akkor nem ismerünk olyan szükséges és elégséges feltételt, 
amely megmondaná, hogy mikor szabad elhagyni a zárójeleket. Egy elégséges feltételt 


azonban megadunk: ha a 2 a,, sorok n minden értékénél abszolút konvergensek, 


va—1 Pa 


és a S la, ] sor összegét o,-nel jelölve, a Sa, sor is konvergens, akkor a záró- 
va. 1 n7-1 
jelek elhagyhatók. . 
A legegyszerűbb. alapművelettel, az összeadással kapcsolatban igen egyszerű 
tételt mondhatunk ki (ha csak véges számú sor összegezéséről van szó): 


A ba a) ; alt, 15 SESEBES lb át 4 
—1 
konvergens sorok összege legyen rendre: al; a; ...; atW9, Ekkor 


ala ala . ., E al — 3(Z9- S aD-h...4 S ah a 
ns1 


s—1 1n—1 n-—l 


00 ; 00 k 
— S (ap 4 ad -p... path) — S S a] 
n—-1 I 


n7-1 ts-1 


(és a két legutolsó képletben a zárójelek el ishagyhatók), amit szavakban vagy úgy feje- 
zünk ki, hogy konvergens sorokat szabad tagonként összegezni, vagy úgy, hogy a véges 
sokszor ismételt összeadás sorrendre felcserélhető a szummációval, amennyiben kon- 
vergens sorokról van szó. 

. Ha viszont végtelen sok sor összegéről van szó, akkor a felcserélhetőségre vonat- 
kozó előző állításunk csak bizonyos feltételek mellett igaz. Két ilyen tételt ismertetünk, 
Legyenek a 


1 


a. 


MM; 


n7-1 


j 


sorok s minden értékénél konvergensek, és összegüket jelöljük a(9-sel. Tegyük fel, 
hogy a ba at) — pa 3 a ! sor konvergens. Tekintsük a Bo 3 ap sort; 


c—li sz] tn—-1 n7-1 tsz] 


felvetjük egyrészt azt a kérdést, hogy mikór lehet a 


S NN ap) sor konvergenciájából a bp. S új 


szz1 !nz1 ns-c1l (szi 
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sor konvergenciájára következtetni, továbbá, hogy e két sor összege mikor egyenlő 
egymással, 
A két tétel közül az egyszerűbb, az ún. , nagy átrendezési tétel" így szól: 


Amennyiben a b al) sorok valamennyien abszolút konvergensek, és a 
z1 


S 2 1 a j sor is konvergens, akkor a 9 S új : 


szz1An—-1 , nzsz1 sz] 


sor is konvergens (éspedig abszolút), és 


n-1 


3l39j-313 9). 
E tételt igen szemléletessé tehetjük a következő felírással: 


a) — ab 3abt. tai... 
a) a tat. ...tHFadik.,., 


" / 
aW5) sz an - a$) kH... ta ts ss 


bi. ba b, 


Itt b,-nel jelöltük az n-edik oszlopban elhelyezkedő számok összegét (amennyi- 
ben ez létezik), azaz: I 


— S a), 


sz1 


Ha még a i 
c — ad]. Ela ]-4...- SIP] 


.n—m1 


jelölést is bevezet ük, akkor tételünk így fogalmazható: 


Amennyiben a 2709 sor konvergens, konvergens valamennyi oszlopból készült 
s5—1 §i 
végtelen sor is, továbbá a 280; és a 299 sorok is, és a" sorösszegek összege 
na1 sz1 
egyenlő az oszlopösszegek összegével, 
er 
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A másik tétel, amelyet Markov-féle sortranszformációnak is hívnak, általában 
sokkal használhatóbb, mert nem kell feltételeznünk abszolút könvergenciát." E: tétel 
így Szól i 


k-—1 
A 25 a sor k indexű maradékát m9-sel jelölve: m$ — s at) — — aW9) — pén a) ; 
nak n-—1. 


tekintsük e sormaradékok összegét, az Mr — S m$) mennyiséget. (Hogy M, léte- 


v—]1 
2. 5 a) sor kon- 


n7-1 


zik, azaz, hogy a S m$ sor konvergens, azonnal következik a ba 


Ssz1] s—1 


i Í 
vergenciájából.) Mármost a tétel szerint a Sí ba 3 ap sor, azaz az oszlopösszegek 
/ n—1 vegi 


összege akkor és csakis akkor konvergens és jós 2 vö a ]-se, a sorösszegek 
j szl nai j 

összegével, ha sa 

kO ao 


Közvetlenül belátható az a tétel, hogy 


ao 00 . 
c Da z D Can : 
n-1 ne1 7 ; 


azaz, hogy a konstanssal szorzás és az összegezés egymással felcserélhető műveletek, 
Ebből pedig azonnal következik, hogy az előbb az összeadással kapcsolatban ismerte- 
tett tételek érvényben maradnak akkor is, ha a szereplő sorok helyett azok konstans- 
szorosait, pl. részben -- 1-, részben — 1-szereseit szerepeltetjük. Így a kivonással 
külön nem kell foglalkoznunk. 

Ami két konvergens sor szorzatát illeti, ké: kérdés merül fel: 

1. Érvényes-e a disztributivitás két végtelen összeg szorzásánál is? . 

2. Ha igen, milyen sorrendben kell a részletszorzatokat összegezni ahhoz, hogy az 
előálló végtelen sor összege éppen a két összeszorzott sor összegének szorzata legyen? 

E két kérdésre három tétellel válaszolunk. E tételek abból indulnak ki, hogy a 


részletszorzatokat valamely adott módon rendezzük. Hogy e rendezésről szemléletes 
képünk is legyen, a 


S a, és S ba 
n-1 n51 


sorok formális összeszorzásánál keletkező részletszorzatokat először az alábbi négyze- 
tes sémába rendezzük: I 


asbh ajb, ajbz...ajb,... 
a; b, a; b; ds bevssüsBzvéső 


e 


a, b, an b; anbz...dnDn.ss 


9.4... 9.0... Pt ált Vár lk HP BNP lt E Hl HK HE HK E AK 


"§ L. pl: Szász Pál: Differenciál és integrálszámítás, 1. 558. 
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(azért beszélünk formális szorzásról, mert a disztributivitás érvényessége általában 
nem bizonyítható, s így a formális szorzás nem feltétlenül jelenti a két sor tulajdon- 


képpeni-szorzását). Jelöljük továbbá a S an illetve as b, sor n-edik szeletét A,- 


na1 n-1 
nel, illetve B,-nel: A, — 9 ar; B, —- sz b,.. Első tételünk így szól: 
kaí ksG1 


Ha a részletszorzatokat úgy rendezzük, hogy azokat a tagokat, . amelyekkel az 
A, B, szorzat az A, 4, Bn-14 szorzathoz képest bővül, azaz az a, (bi -- ba 4- . .. --b,) -- 
t- b, (an-a Tt ... b ay) tagokat adjuk hozzá az A, , B,-4 szorzathoz (amelyet 
sorrendben ugyanezen Szabály szerint építettünk fel), akkor az így kapott végtelen sor 


előállítja a ba a és S b, sorok szorzatát, feltéve, hogy a két sor maga is konver- 


. nal 


gens. JElékbens 3 


39] (3]- Ziege s a] — Sbháata s b, 


ns51 na1 k-1 Kezek I n51 kz1 k—n—1 


y 


és itt a jobb oldalon a zárójel el is hagyható. 


A négyzetes sémára tekintve, ez azt jelenti, hogy az alábbi két ábra (4., ill, 3. 
ábra) egyikén berajzolt nyílrendszer mentén haladva, összegezzük a tagokat: 


Igen könnyen belátható második tételünk, amely szerint abszolút konvergens 


(és így tetszőlegesen átrendezhető) a 2 an és s b, sorok formális szorzataként 
3:1 
előbb felírt sor, ha S a, és ba ön 15 abszolút köngelőéük sorok, 


ni N5 iz 


j 


epe 


j"? 9 2 393 a, b, 
ab hab ab ab, 


KERN 


0 s-e Ő úr 0 €— Oo 


bg 


9 —y 0 m—p 0 —n 9 —n 


kenet 
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Szívesebben rendezzük azonban a részletszorzatokat a négyzetes séma átlós 

vonalai mentén, azaz az 5. ábra szerint (Cauchy-féle rendezés). Ennek az az oka, hogy 

ha a két összeszorzott sor hatványsor, azaz 


pok x", illetve 9 8Bax" alakú, akkor az 


átlók mentén elhelyezkedő tagokban x kite- 
vője ugyanaz, s így ezek összevonhatók. Erre 
a rendezési tipúsra vonatkozik harmadik téte- 


lünk (Mertens tétele). A ba an és" Sb, 


ti ksz1 
sorokat formálisan BSSSzös vá és a részlet 
szorzatokat az alábbi módon csoportosítva, 


röl i n. 
28 [88 ba illetye MID a back 


n-1!k—-1- 

a kapott végtelen sorok — még a zárójelek el- 

hagyása esetén is — konvergálnak, és össze- 

5. ábra gük a Ae a 22 b ,] értékét adja, ha a 
51 

két konvergens sor közül legalább az egyik abszolút eÖnSSSÉK: 


o o 


v. 


Példák és feladatok 


ali 1. Igazoljuk, hogy bármely abszolút KORVEKESAS sor egyszersmind feltéte- 
lesen ís konvergens! 


2. Bizonyítsuk be, hogy bármely abszolút konvergens sor átrendezhető anélkül, 
hogy ezáltal a konvergenciaviszonyokat vagy a sor összegét megváltoztattuk volna, 
azaz: § 


Legyen (in) a természetes számok egy olyan végtelen sorozata, amelyben minden 


természetes szám egyszer és csakis egyszer előfordul, Bos ax pedig egy abszolút konver- 
s k—1 i 


gens sor. Mutassuk ki, hogy ekkor 5 a;, is abszolút konvergens, és e 
ns1 
ba dk - . di . 
k—1" n7-1 
4. Konvergens, illetve abszolút konvergens-e a 
ű 1 4 í 4 
- ; i $(1 egett 1 1 1 
by —neri[ zajai 1 0rltási IGYAM TREES vás SES d 


sor? Állapítsuk meg a sorösszeget is! 
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Megoldás : Hogy a sor abszolút konvergens-e, az az adott sor tagjainak abszolút 
értékéből álló 


. 1 


3[s- 1 A kérd 
n:1 47—1 
sor vizsgálatából azonnal kiderül. Így pl. azonnal belátható, hogy utóbbi sor majorál- 


Ké 
liató a konvergens, —— hányadosú 


V4 . 
aj) ál] 


geometriai sorral. Hogy ez a sor majoránsa az előbbinek, igen kcanyen belátható. 
Minden második tag ugyanis egyezik a két JOSSABI a köztük levő (a páratlan indexű) 


tagok pedig az első sórban I, a második SSZHZÁi s — a hatványkitevő vel FERB SES azonos 
alapú számok. Mivel pedig ezek az alapok ésa kise bbek, világos, hogy zik hat- 


ványuk nagyobb, mint első hatványuk. A sorösszeg is könnyen KETÉRRNÉNÉS átrende- 
zéssel, ami az abszolút konvergencia miatt megengedett. E célból képezzük a ter- 
mészetes számok következő sorozatát: 


1-1; i2— 3; ig — 5; i, — 2; íg — 7; ig — 93 íz — 11, 

iz te 13; il, ezi 4; 110 z 15; 111 kezei 17; ie - 19; 113 — 21; Í14 s 6; iz -— 23; ... 
(A sorozat képzési szabálya a következő: négy egymást követő páratlan szám után egy 
páros következik, ezután ott folytatva a páratlan számokat, ahol az imént abbahagytuk, 
ismét négy egymást követő páratlan számot írunk le, majd azt a páros számot, amely a 


legutóbb leírt páros számra következik 3058 e szabály alól csak a sorozat eleje kivétel.) 
Azaz: 


15k—1 — 2k 
Uzk — 8k—l (k —]1, 2, 3, 660) 
Ikki — — 8k 4-1 
15k42 — 8k És 3 
lsk4-3 — 8k -- 5. 
Az átrendezést elvégezve, a következő sort kapjuk: 
sip b 1 1 1 I 1 1 j 1 1 
d TÖBB SZAKSttA SzsssáÉnSzSz ES ZENE SETS SZHÁKKOT YA CROSSRTKRENON ÉSE ÉSBE ZRBSALKERE BE ZRSESET 
ta 14 I regét: Tiet32" 6 84 Tr 128 T 256 Tr 
Hoe Énája ei szak 
512 " 10277 art tb. 


Ennek a sornak az összegét azonban igen könnyen meghatározhatjuk, Ez ti. nem 
más, mint az 


3571 


gek 1 1 1 sz 
Dr eg esgg BME ő 
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kj 


és az : 
l 1 1 1 Ni 28 
Tt GT ÉET egi tag vasa vess ES te 
ú 
sorok különbsége. Az első sor összege, mint ismeretes 
88. a I or amegee, szé. 1 "16 
Pv 5173 a másodiké: 2 16-T 7] -— 13 " 
Dp—-—1 pz1 Eszt 
16 
és Így A . 
1 
ESTEKET BET 116 26 
n-1 145 04-71 2 ——, 
2 6755 7 r] : 2—a15 IB 


5. Konvergens, illetve abszolút konvergens-e a 


S (— WS I FE —u"ty 


nzz] 
sor. Állapítsuk meg a sorösszeget! 


6. Mutassuk ki, hogy egy (csak) feltételesen konvergens sor pozitív előjelű tagjaiból 
alkotott sor is, negatív tagjaiból alkotott sor is (éspedig nyilvánvalóan mindkettő 
határozottan) divergens. 


r Bizonyítsuk be, hogy bármely (csak) feltételesen konvergens sor irrés ítélő 
módon átrendezhető úgy, hogy összege egy tetszőlegesen előírt szám legyen. 


8. A 

2 1 1 szei 
sor abszolút, vagy csak feltételesen konvergens? Át lehet-e úgy rendezni, hogy összeg 
4 legyen, s ha igen, hogyan ? 


9. Igazoljuk, hogy feltétélesen konvergens sorból megfelelő zárójelezéssel — azaz 
több tag egyetlen taggá történő összevonásával — abszolút konvergens sor készíthető 
anélkül, hogy így az eredeti határértéket megváltoztatnók.. 


B 3- 1. Mutassuk meg, hogy konvergens sorban szabad zárójelezni, azaz tagokat 
összevonni. 

00 kn . 

2. Igazoljuk, hogy a 2 2 d, ) alakú konvergens sorban az összeg megvál- 


toztatása nélkül akkor és tsaltis. akkör hagyhatók el a zárójelek, ha az így kapott sor is 
konvergens. s 


3. Elhagyhatók-e a zárójelek az alábbi sorban (anélkül, hogy a sorösszeget megvál- 


toztatnók) ? 
pol (— Den[1-: a 


PÉLDÁK ÉS FELADATOK : 2. § b) a)—8) 5. 89 


Megoldás : Mint tudjuk, e sorban a zárójelek akkor és csakis akkor hagyhatók 
el; kó bármely £ 5 0-hoz megadható egy olyan I — IV(e) természetes szám, hogy 


s (—L ln L 73- ] ae, ha n5 N tetszőleges 0 Z2p s nt —n természetes 
s ít 2 : 


szám mellett. 
Az adott sornál azonban ez bekövetkezik. A 


S eleln[1-4l 
2 (Den [17] 


Z um 


összeg ugyanis monoton csökkenő abszolút értékű tagokból álló, alternáló előjelű 
összeg, s így égyik szelete sem lehet abszolút értékben nagyobb, mint első tagjának 
abszolút értéke, azaz 


S em [11 LII z in[1 1 
bi a 47 £ a 45]: 


Ismeretes továbbá, hogy In (1 3§-x) £x, ha 0 £ x, és így 


np 1 ja S ! 
5-1 in [147] s HÉÉ 


z-n 


1 
tehát bármely € 50 esetén az /W — B választás mellett a zárójelelhagyás szük- 


1 
séges és elégséges feltétele teljesül, Itt E Jelenti az s "A nem kisebb legkisebb ter- 
mészetes számot, 
4. Elhagyhatók-e a zárójelek az alábbi sorokban : 


at zh zer "el 


na1 Sns1 


s áláerzéb  sálgersj 


n-ttls2n—n? n-1 


a 336 1eIn[1 4 — 


n5:1 Sn-1 


5, — Igazoljuk, hogy tetszőleges, de az [lax] €1 és ]x]-€1 relációknak eleget 
tevő x értéknél fennáll a 


egyenlőség. 


Megoldás : A bizonyítandó egyenlőségre tekintve, azonnal láthatjuk, hogy mind- 
két oldalon az egyes sortagok úgy tekinthetők, mint egy megfelelő geometriai sor összege, 
Ez inspirálja, hogy az egyenlőséget a nagy átrendezési tétel, illetve a Markov-féle sor- 
transzformáció segítségével kíséreljük igazolni. 
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Először a formális igazolást végezzük el, ami gyakorlatilag semmiféle nehézséget 
nem jelent. Kiindulva pl. a bal oldalon szereplő 


! 
1 


ax" 
— ax? 


3 § 


sorból, ennek általános tagját így írhatjuk fel : 
szja ax? (1 -- ax" 73 a?x? 3- , . .) — ax a (ax")k — 
1 — ax" . j ment 


— ax? i1- atx?n 3. a3xön 3 . . . — da ak xnk 
ko] 


Így a jólismert négyzetes mátrixsémába a következőképp rendezhetjük el a 


Persze ol Pá 


1 
X 


sor tagjait (a A3 jellel azt akarjuk jelezni, hogy még nem bizonyítottuk : sem azt, hogy a 
n 
bal oldalon szereplő S TET sor, sem azt, hogy a jobb oldalon felírt s pa ak xi j 


n51 n z —1 k-1 
sor konvergens, mégkevésbé azt, hogy egyenlő egymással, Az egyenlet egyelőre csak 
normális, ti, a geometriai sor összegképletének formális -- konvergencia-megfonto- 
lások nélkül történt — alkalmazása alapján lett felírva): 
ax ; 
CSESSÉSESÜS NEE ÉSs ző ax ha a a?x? -- a3x? -k 0... -K a"x" - 9... 
l — ax I I 
/ 
cezgtébl ke ax? eb ax -H a3x8 -H .00.. . gk anx:2k -- 0... 
1 — ax? . 
ax? 3 
— 7 ll ag kh azt kk ad TF... kh vé 4... 
1 Hoz ax? , 
ax [a 242k 3 k 
€— —— s ] ax t 0 a?xk 93 o aSxk 9... hb gx 3... 
1 — ax . 
xx úx x" 
a a: —— — T1- a , . . ta —— tt... 
i Fő; T—-etT cg T ő IEEE 


Az oszlopösszegeket azonnal tudtuk írni az egyes oszlopok alá (ismét formálisan), 
mert geometriai sorokat kellett összegezni, 
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A következőkben megvizsgáljuk (a módszerek összehasonlítása kedvéért), hogy 

1. a nagy átrendezési tétellel kapcsolatban kimondott elégséges feltételek telje- 
sülnek-e ? 

2. a Markov-féle sörtranszformációval kapcsolatban kimondott szükséges és 
elégséges feltételek teljesülnek-e? 

1. A nagy átrendezési tétellel kapcsolatban csak a bizonyítandó egyenlőség 
egyik oldalán szereplő végtelen sorral kell foglalkoznunk. Tekintettel arra, hogy a 
szükséges konvergencia-megfontolásokat a jobb oldalon szereplő 

S akxk ; 
ép 


sorral kapcsolatban láthatóan egyszerűbb elvégezni, ezt választjuk , sorösszeg-összeg- 
nek", Az igazolandó elégséges feltételek a következők : 


. 50, gkxk 
a) Maga a fg I — ze SOT konvergens, 
-1 
B) Az egyes sorok abszolút konvergensek, azaz k valamennyi értékére létezik az 


alk) — 2. lakxak (mennyiség. 
n-1 


y) Konvergens a S at) sor, 
k—1. 


a) Hogy a sor konvergens, sőt abszolút konvergens, az legegyszerűbben a 2. § 


a) B) 1. feladatban igazolt majorálással történhetik. Ugyanis a 2 ] ax] konvergens 
k—1 

geometriai sor felhasználható majoránsnak. Hogy ez a geometriai sor konvergens, 

az az [ax [ 7 1 feltételből következik. A részleteket az olvasóra bízzuk. 


B) Az a49 — ba I akxnk li sorok akkor és csak akkor konvergensek k bármely 
n-1 a. 


értékénél, haaz [x] C1 reláció teljesül. Ugyanis e lakxnk ] — lak] 33 ]xk f; 
ez a geometriai sor csakis [x[/71, azaz [x] c 1. esétbéli konvergál. Ez esetben 


lax 


ab — lak S]en— JE. 
zi l 1—]xj/ 


y]) A fe al) sor éppúgy, mint ahogy azt a B) részben a S lax]t majo- 


ráló SZörAZÉAi úg kapcsán beláttuk, akkor és csakis akkor konvergál, ha [ax [d 1, 

és ]x]5£1. Ezzel a tételt az ix I 21; lax] 71 feltételek mellett igazoltuk. 
2. Hogy a Markov-féle áOrtrANISZTOrMÁGIÓt alkalmazhassuk, a következőket kell 

igazolnunk: 

. a) Mindegyik sor konvergens, azaz fennállnak az 


nz1 


relációk k minden (természetes egész) értékére, 


s 
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; ; j j ax" e. 
8) Mindegyik oszlop konveigens, azaz fennállanak az Jas fs (axn) 
Ne s-1 
relációk. 
y)  Konvergens a sorösszegek sora és az oszlopösszegek sora is, azaz léteznek a 


ke 


ós evé ax" . 

£ mennyiségek, 
2 1 és a 5 T— ax nnyiség 
ez n 


ő) A k indexű maradékok összege 0-hoz tart k növekedésekor, azaz 
im Bi 28 ap] — 0, ahol a) — asx"s, 

a) A ] 
S ak (xkyn 


n7- 1] 


sorok akkor és csakis akkor konvergálnak éspedig az] xx értékhez], ha a kvóciens 


abszolút értékben 1-nél kisebb, azaz ha lk] a Hl en ha Ix] 21, éspedig 
ekkor abszolút konvergensek k bármilyen értékénél. 
B) A es (ax")s sorok akkor és csakis akkor konvergálnak, ha n minden érté- 


kére fennáll . az lax" ] 21 egyenlőtlenség. Ennek szükséges feltétele nyilván, hogy 
Jax [1 legyen. (Ti. ezaz n— 1 speciális eset.) Az Ix] €1 feltétellel együtt 
azonban már szükséges és elégséges ez a feltétel, hiszen ekkor 


lat [— Jax] Jat C [ax] a 1. 
E feltétel mellett szé konvergens is az oszlopösszegek ÖSSZEBES 


JA 3] 


sor kögvésséndáják sub itt is az abszolút konvergenciát könnyű kiráütátái a már tett 
lax] 1 és [Ix] c 1 feltételek mellett, éspedig a majoráló 


ax? 
sor konvetgenciájáról már volt éz Ami a 3 E SETYT 


S lax] a lax] S Ixr 
n7-1 : ji n7-0 


sor felhasználásával, A nevezőben szereplő ] 1 — ax" ] kifejezést éppúgy becsülhet- 
jük alulról, mint ahogy az [1 — x"] kifejezést becsültük. 


ő) Ami a sormaradékok összegét illeti, annak a becslése is könnyen megy az 
eddigiek felhasználásával. Ugyanis 


00 00 a? xkp 
Szzk szk 


— xi 
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és 
s ga g (ax? 
boe sz 5. ( t—— sent czveztati 
m- 3 mp 5 TSZ 
p7-1 p5.1 p—-1 
00 k Íp 00 k Ip 
zdés laxt]P [ax ] 
2 [T—7 2 [TETT " 


minthogy az [x]— 1 reláció következtében [11—x7]—]1—]xl] [sz [1 — Ix 4 
hapz 1. Így tehát 


[B 


ús k 
SRE zség Pa k [9 — szaz] 3 
METT-TET A PT TaTTi 
Minthogy pedig [x]C1, és lax]a1, azért 
laxt]—lax]-]xt] S]x]5, 


0 SlimJaxt [Slim ] x [671 — 
koo közos 


tehát 
koo koo 
EVÜRÉL ú 
7 TT Tim Tax TT -TATT 7 TTT-TATT 7 S 


tehát a Markov-féle sortranszformáció szükséges és elégséges feltételei teljesülnek, 


Megjegyezzük még, hogy a Markov-féle sortranszformációval kapcsolatban 
megadott feltételek szükséges és elégséges feltételek, e feltételek pedig feladatunkban 
akkor és csakis akkor teljesültek, ha fennállottak az [x]C 1 és [ax] a 1 relációk. 
Ebből következik, hogy a 


egyenlőség akkor és csak akkor állhat fenn, ha mindkét egyenlőtlenségünk teljesül, 


akxk 

jóllehet — mint láttuk — az [ax ] — 1 feltétel mellett a S 1 SOT konvergál (sőt 
kz1 

abszolút könvérséjő Ilx] 51 esetén is. Ennyivel tehát többet mond a — jelen 

példánkban kissé nehézkesen alkalmazható — Markov-féle sortranszformációs tétel, 

mint a nagy átrendezési tétel, 
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6.  . Tekintsük a következő négyzetes mátrixba rendezett számsorozatot: 


61-58] B6I-SÉ E éb 


§ 


LL 1288 1(232 1138 1p—172 1 p 
Blas, bee bee GE saláa] 


e 


Vizsgáljuk meg, hogy az egyes sorok, illetve oszlopok elemeiből álló végtelen 
sorok konvergensek-e, s ha igen, összegeik összegezhetők és egymással egyenlők-e? 
Ha nem, mi ennek az oka? 


7. —— Írjuk fel zárt alakban a 


S kite xh 2238 h.b kik b... 


kal 


sor összegét valamely tetszőleges x értékre, amelyre teljesülaz ]x] CT 1 kikötés, 
Útmutatás : Írjuk fel a sort így: 


00 090 k j 

2 kxk - 33" sz Xb (x2 - x2) -k (x8 4 x8 tt x8) h. 

k—1 kz1 lnel 

Könnyen belátható, hogy a nagy átrendezési tétel feltételei teljesülnek. A 2 xs sorok 
i i szk 


összegét zárt alakban is elő tudjuk állítani, az , oszlopösszegek" összege pedig ismét 
geometriai sor. Így 


14 ző E 
kxk — ————, 
8. Tekintsük a 


S mM ex 2 28 th 3xt th 2S 4... 


nz1 
(ún. Lambert-féle) sort, ahol r, jelenti az n természetes szám összes osztóinak számát, 
és legyen [x] [7 1. Mutassuk ki, hogy e sor átírható 
x? 
1—x? jú 


o 
2 
a—-—1 


alakba, amelyben tehát már nem szerepel az n osztóinak számától függő együttható. 
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9. Tekintsük a 


5 x — x t 3x? 1 4 1t- 7Txt 34 625 4 1228 t- .. 


nal 


sort az [x] C 1 feltétel mellett, ahol Tr, az n természetes szám összes osztójának 
összegét jelenti. Bizonyítsuk be, hogy a sor konvergens, továbbá, hogy átírható a 


c nxn 
meoszté laza. ú 

alakba. 

10. Az]x] a 1 feltétel mellett igazoljuk a következő SEASSEKSSE SSE B 
dó x2n-t1 c6 xk : 60 

a) ás ] — x2nti a I — xx ? b) poz 1-4 xenti e (— 1918 — HET ; 
00 nxn a xk cc (dni 1) x2nti co x2kt1l(] 4 x4kt2 

8 2 1— xan 2 (1 — xyz ? 1) pee OTET a (1 he ú 

11. Jelentsen 


egy tetszőleges konvergens sort, x pedig egy tetszőleges, az [x ] 2 I relációnak eleget 
tevő számot, 


Igazoljuk, hogy a ö3 a,x" és- a 5 a, A gor is konvergens, és mivel 


mindkét sor értéke x-t ől függ, az elsőt fe9- LAN a ssfsi g(x)-szel jelölhetjük: 


f(x) Ezgi s an x"; g(x) É S a ET 


n—1 nzz1 


Bizonyítsuk be, hogy fennáll a következő egyenlőség:  g(x) — fe f(xm), 
s] 
12. Az (xan) számsorozathoz (n — 0; 1; 2; ...) képezhetjük az első differenciák 
sorozatát: 


( 4Xg — Xg — XI; al alúl. zl 9009 Ax, — Xp — Xpax13 e eh 


majd az új sorozat ÜNÍTEKEKEKÉSTOZATÁL az eredeti sorozat második differenciasoroza- 
kél. stb. Általában a k-adik differenciasorozat m-edik elemét a következőképp írhatjuk 
el: 


k 


Ax 471 xm— Ax DX Me 1" X.4- 
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Tekintsük a konvergens 9 (— 1"a, sort, és képezzük ennek segítségével a 
n7-0 


00 A? "a 
fan ÜLET s sort. Igazoljuk, hogy utóbbi is konvergens, és S (— 1)" a, — 03) sk 


n—-0 n-0 


(Euler-féle sortranszformáció)." 


13. Igazoljuk, hogy a Cauchy-féle szofzattétel feltétele (amely szerint két absSzo- 
lút konvergens sor szorzata — Cauchy szerint, azaz átlósan rendezve a részletszorza- 
tokat — abszolút konvergens sort ad) szükséges is olyan értelemben, hogy egy abszo- 
lút és egy feltételesen konvergens sor szorzata (ha a részletszorzatokat átlósan rendez- 
zük) nem adhat abszolút konvergens sort. 


14. Konvergens-e a 
(— 1" Én Selibá 


S ] és a Rozsos ák 
n7-2 


n7-1 
sor Cauchy-féle (tehát átlók mentén rendezett) szorzata? 


15. Konvergens-e a feltételesen konvergens 


s (— Lyrti 


2 Ta 


sornak önmagával vett és Cauchy szerint rendezett szorzata? 


43 


16. Készítsünk olyan feltételesen konvergens sorokat, amelyeknek Cauchy szerint 
rendezett szorzata konvergens sort ad. Hogyan lehetséges ez? Ilyen-e a 


( — pyeri 


br 


n—1 


sor Cauchy szerint rendezett négyzete ? 


§ L. pl. Knopp: Unendlíche Rethen, 237. és 255. e. 


3. §. FOURIER-SOROK 


a) Általános megjegyzések 


a) A kérdés feltevése ] A függvények Taylor-polinomokkal, illetve Taylor-sorokkal 

történő approximációjának komoly hátrányai is vannak. Ezek 
közül talán nem is az a legfontosabb, hogy csak analitikus függvényeknél lehet az app- 
roximáció jóságát — még egy intervallumon is — minden határon túl növelni. Inkább 
az a tény akadályozza a Taylor-polinomok széleskörű alkalmazását, hogy az alapul válasz- 
tott pont elég kis környezetében ugyan általában kitűnő approximációt kapunk, de a tá- 
volsággal rohamosan fokozódik a pontatlanság. 

Nagyon sok olyan függvénytani probléma is felvetődik, amely egy jol meghatározott 
intervallumon kívánja meg az approximáció jóságát, s ez az intervallum már nem tekint- 
hető egy pont kis környezetének. Emellett a technikai jellegű problémák esetleg olyan 
kívánalmat is felvetnek, hogy a tekintett függvényt nem polinomokkal, hanem más függ- 
vényekből álló összegekkel kell ApOrOZIRMTTAI Így pl. a váltakozóáramok elméletében és a 
rezgéstanban — hamarosan látni fogjuk, hogy miért — trigonometrikus függvényekből álló 
összegekkel, pontosabban 


ü 4.2 [dacos nx -- ba sin nx) 
n:-1 


alakú, ún. trigonometrikus sorokkal célszerű approximálni? a függvényeket. 
Rögzített [a,b] intervallum felett approximálva az f(x) függvényt valamely 


2 ak px(x) 
. KS0 


összeggel, az approximáció jóságát kétféleképp szoktuk megítélni. Csebisev-típusú appro- 
ximációról beszélünk akkor, ha a épp ő p Pp 


Z 


max 


f(x) — 2 ax px(x) 
k—0 


asSxsb 
mennyiséggel, azaz a függvény és az approximáló összeg eltérésének abszolút maximumával 
jellemezzük a közelítés jóságát; Fotrieretípusú approximációról, ha az 
b 
; n 2 
fe -— 2 ak vat] dx 
k-0 


s: Más szóval: közelíteni. 
7 Műszaki matematikai gyakorlatok — 44231/VI. 
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integrál nagyságával, azaz szemléletesen a két függvény ordítiátadifferenciái négyzete 
által lefedett terület nagyságával jellemezzük a közelítés jóságát. Maga az approximáció 
lényegében azt jelenti, hogy rögzített (9x(x)) függvénysorozat mellett úgy igyekszünk 
megválasztani az (ax) együtthatórendszert, hogy a 


N 


n 


f(x) — DD ak 9r(x) 


k—0 


max 


b 
n 2 
illetve az J [76 — 2 ak 9 dx 
ko 


asxsb 


A 


a lehető legkisebb legyen. Ebben a kötetben mi csak az utóbbi kérdéssel foglalkozunk. 


8) Az ortogonalitás Már a Taylor-polinomok, illetve Taylor-sorok konstrukció- 
és jelentősége jánál láttuk, hogy milyen nagy jelentőségű az approxi- 

máló összeg tagjainak megfelelő választása. Csak megfelelő 
választás mellett tudtuk elérni, hogy 


a) az approximáció finomításakor — az összeg tagszámának emelésekor — a már 
kiszámított együtthatókat nem kell újra számolni, mert a nagyobb tagszámú összeg meg- 
felelő szelete azonos az eredeti approximáló polinommal ; 


b) a keresett együtthatókat nem egy n egyenletből álló egyenletrendszer megoldása 
árán kell kiszámítani, hanem egymást követően, mindegyiket egy-egy egyenlet megoldása 
árán. 


E két tény akkor és csakis akkor következik be Fourier-típusú approximáció esetén, 
ha a (ox(x)) függvénysorozat kielégíti az 


zt 0, ha m£n 


b 
( om) : valt) dz ; KAPE E HANBEK 
a 


relációkat, amit úgy szoktunk kifejezni: a (9x(x)) rendszer függvényei ortogonálisak egy- 
másra az [a,b] intervallumon. 


Ha még az 
he 


[) 
f 749 dr — 1 (ns 0,1,2,.., ,) 


relációk is teljesülnek, a (px(x)) függvényrendszert ortogonális és normált, röviden orto- 
normált függvényrendszernek nevezzük. Azonnal belátható, hogy ha egy függvényrendszer 
ortogonális, akkor az egyes függvényeket alkalmasan választott konstansokkal megszorozva 
ortonormált rendszert tudunk felépíteni. . I 


b) Szorosabb értelemben vett Fourier-sorok 


a) Definíciók, általános Az 
megjegyzések (o. o i 
ENNSGZKEZZETEZENSZEÜSESEZŰ (15 sin x; cos x; sin 2x; cos 2Xx;5 ...; sin nx; cos nx; úgy; 
illetve az 

IT JT 


s 29E JT ; ő 
1; sin TX; COST X; sin 2 7 x; cos 2 79 ves SInn 
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l 


függvényrendszer felhasználásával konstruált (Fourier-értelemben) legjobban approxi- 
máló sorokat nevezzük szűkebb értelemben vett Fourier-soroknak. 3 


gt 


X ; ká 


XS sss 
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A konstrukció kérdése mellett az alábbi 4 kérdést vethetjük fel: 
1. Milyen jó az approximáció ? 


2. Milyen tulajdonságú függvényeknél nőhet minden határon túl az approxi- 
máció jósága? 


3. Mennyire tér el az approximáló polinom, illetve sor a függvénytől az egyes 
pontokban (az approximáció jóságát ti, a definíció szerint ezen eltérések négyzetének 
integrálja méri, ez utóbbi pedig — mivel a sorbafejtett függvény folytonosságát nem 
kötöttük ki, még kevésbé tudjuk, hogy a sor konvergál-e, s ha igen, egyenletesen.e 
— 0 lehet akkor is, ha nem mindenütt 0 az eltérés) ? 


4. Egyértelmű-e az eljárás? 
Megjegyezzük, hogy az eddigiek szerint csak olyan függvényekhez rendelhetünk 
Fourier-sort, amelyekre az 


a--2n 


J [0 — az — ös (ax cos kt -t b, sin mo] dt 
K-0 


integrálnak értelme van n minden értékére, azaz csak az [a, a 3- 2m] intervaliumon 
négyzetesen integrálható függvényekhez. Könnyen belátható, hogy a legjobban appro- 
ximáló polinom együtthatóit ez esetben az alábbi integrálok definiálják: 


a t 27 a - 27 a H 27 


ül Tr 1 
a — ke. f.10 dt; a, — z J 10 cos nt dt; b, — -) f(rÓsinntdt (n— 1,2,...). 


Minthogy ez utóbbi együtthatósorozatot akkor is képezni tudjuk, ha f(x) az [a, a 2 x) 
intervallumon (csak) integrálható, ilyen f-ekhez is hozzárendelünk  Fourier-sort 


(ez esetben azonban a trigonometrikus sor nem Fourier-értelemben legjobban appro- 
ximáló sor). 


8) A Bessel-egyenlőség 3 A sorbafejtés intervallumán négyzetesen integrál- 
és a maradéktag ható függvényt Fourier-sorának n-edik szelete ilyen 
mértékben approximálja: 


a-4-2n 
T [760 — dg — S (ax cos kx -t b, sin di dx — 
kz1 


a t-2n 
eza ] f(x) dx — a[2a3 -- b. (ak b) J 


Minthogy pedig 
5 a -t 25 
[704 — x [23 34.S (ab) 


kzz1. . 
a 
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(Bessel-féle egyenlőség), azért minden négyzetesen integrálható függvényt Fourier- 
sora 0-hibával approximál. 


Ami az rn(x), illetve r(x) , maradéktagokat", azaz a függvény és Fourier- -sora 
eltérését illeti, azokat a következő IGESKRlSASA tudjuk megadni: 


rn(x) — f(x) — ag — S (a, cos kx -- b, sin kx) — 


ma 
— 


at2n 9 1 
. sin - (t — x) 
. [/e) — 10] ———57 tt 
sin —- 


illetve í 
r(x) — f(x) — ag — s (ax cos kx -t- b, sin kx) — opel vedi jő (2). 


ki 1 


Ezen maradéktagok alapján azonban sokkal nehezebb általában becsléseket megadni, 
mint a Taylor-sorok esetében; ez indokolja, hogy viszonylag sok módszer alapján 
becsüljük az eltéréseket. Lényeges megjegyezni, hogy Fourier-sorok esetén a függvény 
és Fourier-sora n-edik szeletének bármely pontban mért eltérését befolyásolja a függ- 
vény egész menete (legalább is az alapintervallumon, az [a, a 1- 2 r] intervallumon 
mutatott viselkedése), ezért becslést csak akkor tudunk adni, ha a függvény viselkedését 
általában tudjuk jellemezni. Ilyen becsléseket a feladatok között találunk. 


Igen érdekes, hogy ugyanekkor valamely pontban a függvény és Fourier-sorának 
különbségét csak az adott pont egy tetszőlegesen kis környezetében felvett függvény- 
értékek befolyásolják (Riemann-féle lokalizációs tétel), 

A második kérdésre a feleletet már megadtuk, Arra viszont, hogy a tekintett 
függvényt valamely pontban mikor állítja elő Fourier-sora, általános, szükséges és 
elégséges kritériumunk nincs. Néhány elégséges kritériumot közlünk, bizonyításukat 
illetően az irodalomra utalunk. 

Legyen xo a sorbafejtési intervallum egy belső pontja (a Z xg 2 a 4- 2 m. 
Ahhoz, hogy az f(x) függvény Fourier-sora az xg helyen (éspedig az f(xo) értékhez, ha 


f(x) ezen a helyen folytonos, illetve általában az isa lle sz éssét értékhez) 


konvergáljon, elegendő, ha az f(x) függvénynek az x — xg helyen véges jobboldali és 
véges baloldali deriváltja van, azaz létezik a 


im Í62—flko-F 0 a, tm 162—f6— 0 

xx Xe-H0 XxX — Xg x— xo—0 x— Xo 
határérték, Elegendő azonban az is, ha (Lipschitz-feltétel) az f(x) függvény az x — Xo 
hely egy kis környezetében valamely a(a - 0)-rendű Lipschitz-feltételnek tesz eleget." 


$ Az u(z) függvény az la, fő ) intervallumon egy a 5 0 rendű (v a kitevőjű) Lipschitz-feltételnek 
tesz eleget, ha módadhat ó egy olyan K konstans, amelyre fennáll 11 az iss j ú § 
I f(2) — fríz S KIz— 2.1" 


egyenlőtlenség, bármely Xs, xs számpárral, amelyek benne vannak az ( a, £ J intervallumban, azaz amelyekre 
fennállazadrSf$ésazadsa pé B egyenlőtlenség. 
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Megjegyezzük, hogy ha a tekintett függvény Fourier-sora valamely pontban 
egyáltalán konvergál, akkor a függvény e pontbeli értékéhez konvergál, ha ott a függ- 
vény folytonos, illetve bal- és jobboldali határértékének számtani közepéhez, ha ez 
utóbbiak léteznek. 


Az egyértelműség kérdésére nem térünk ki, csak annyit jegyzünk meg, hogy a 
Fourier-sor — amint az konstrukciójából kiderül — egyértelműen van a tekintett függvény- 
hez rendelve." i 

Megjegyezzük még, hogy bármely integrálható függvény Fourier-együtthatói 0 
sorozatot alkotnak; ezt a tényt fejezi ki az ún. Riemann-lemma. Feladatként igazolja az 
olvasó (parciális integrálással pl. könnyen megy), hogy egy 27 periódusú és k-szor 


differenciálható függvény Fourier-együtthatói og) nagyságrendűek, ha a k-adik de- 


rivált integrálható függvény, 


y)  A-sorbafejtés A Taylor-sorokkal szemben Fourier-soroknál általánosság- 
technikája J ban nagyon kevés olyan módszert ismertethetünk, amely 

megkönnyítené az együtthatók kiszámítását, Erre persze 
kevésbé is van szükségünk. Általában ugyanis vagy zárt alakban meg tudjuk adni az álta- 
lános együtthatót meghatározó integrál integrandusának primitív függvényét, és akkor az 
általános, az n-edik együttható közvetlenül rendelkezésünkre áll, vagy pedig csak numerikus 
vagy grafikus integrálással (Il. pl. a sorozat B. VIII. kötetét) tudjuk — de ekkor külön-külön 
— az egyes együtthatókat megállapítani. Mindössze a függvény bizonyos szimmetria- 
tulajdonságait szoktuk tudni felhasználni. Ezeket, továbbá egyéb speciális lehetőségeket 
illetően is az e ponthoz tartozó bő példaanyagra utalunk. 


ő) A Fourier-sorok (trigonometrikus Í Két olyan területe van a műszaki- 
sorok) gyakorlati alkalmazásai . gyakorlatnak, ahol kiterjedten alkalmaz- 

zuk a Fourier-sorokat. Az egyik a diffe- 
renciálegyenletekkel kapcsolatos; ezzel a sorozat B. VI.— VIII. köteteiben foglalkozunk 
részletesen. A másik: a rezgések — ezen belül. elsősorban az elektromos és mechanikai rez- 


gések — elmélete. Ezzel kissé részletesebben foglalkozunk. 


Az elektromos áramkörök, illetve mechanikai rezgőkörök viselkedését egyszerű 
számítások alapján öss differenciálegyenlet-megoldás nélkül). jellemézni tudjuk, ha a 
(rezgést) gerjesztő eszültség, illetve áram, illetve erő az idő SZÁE Ásgáln A cos o t, 
illetve B sin w t alakú függvénnyel írható le; elektromos áramkörök esetében pl. ekkor és 
csakis ekkor alkaltnazhatjuk az általánosított Ohm-törvényt. Más lefutású gerjesztések 
esetén az Ohm-törvény már nem érvényes, ilyen esetben elvileg már a komplikált diffe- 
renciálegyenletet kellene megoldanunk, hogy az áramkör viselkedését jellemezni tudjuk. 


Abban az esetben azonban, ha a gerjesztés periodikus függvénye az időnek, amely- 
nek Fourler-sora mindenütt konvergál a függvényhez (ezt mindig feltehetjük, mert fizikailag 
csak olyan gerjesztő hatásokat tudunk megvalósítani, amelyeknek az idő függvényében 
minden pontban van jobb-, illetve bal oldali deriváltjuk; ez pedig az 5. § b) a) részben 
mondottak szerint elégséges feltétele a Fourier-sor konvergenciájának), akkor a rezgőkör 
viselkedését leíró differenciálegyenlet linearitása következtében jogos a következő eljárás: 
A gerjesztő függvényt Fourier-sorba fejtjük; a Fourier-sor egyes tagjai (mint gerjesztések) 
által a kérdéses körben keltett hatást könnyen tudjuk számítani; pl. alkalmazhatjuk az 
Ohm-törvényt. A gerjesztő függvény ezen tagok sora; az általa a körben keltett hatást az 
egyes tagok által keltett hatásokból álló sor összege adja, (Azt szoktuk röviden mondani: 
a szuperpozíció elvét alkalmazzuk.) A leírt eljárás helyességének szigorú matematikai bizo- 
nyítását csak a differenciálegyenletek elméletének felhasználásával a sorozat B. VI. köteté- 
ben fogjuk megadni, de bizonyos feltételekhez kötötten már az e részhez tartozó példa- 
anyagban is elvégezzük a szigorú matematikai igazolást. 


" Azittelmondottak részletes tárgyalását találjuk pl. Szász Pál: Differenciál- és integrálszámítás 
könyve II. kötetében, Fourler-sorok címszó alatt. 
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Példák és feladatok 


B ! l, Tekintsük az 


y — In (1 -4- x) 


függvényt a 0 Sx56l1 intervallumon. Határozzuk meg azt a legfeljebb első-, másod- 
illetve harmadfokú polinomot, amely ezen intervallumon a kérdéses függvényt Fourier- 
értelemben legjobban approximálja. Számítsuk ki az approximációk jóságára jellemző 
integrált. Ábrázoljuk a függvényt, az approximáló polinomokat és az approximáció jóságára 
jellemző területet. 7 


4 Határozzuk meg azon elsőfokú polinomot, amely a (0, 1] intervallumon ortogonális 
azy z 1 függvényre és a normája 1. Ezután azt a másodfokú polinomot, amely ortogonális 
az y z 1-re 1s és az imént konstruált elsőfokú polinomra is, továbbá a normája 1, stb. Adjuk 
meg a további konstrukció általános gondolatmenetét. 3 


8; Tekintsük az 
yi 1ln(1-4-x) ésaz y-sinx 


függvényt a 0 G x 4 1 intervallumon és adjuk meg a 2. feladatban konstruált ortonormált 
rendszer szerinti első néhány Fourier-együtthatójukat. 


KG 4 I 1. Igazoljuk, hogy a sorbafejtés intervallumának felezőpontjára szimmetrikus 
függvény Fourier-sora tiszta cosinus-sor [azaz br — 0; k— 1,2,...], e 
pontra antiszimmetrikus függvény sora tiszta sinus-sor [azaz ax — 0 (k — 0, I, 2, . ., .)], 
feltéve, hogy e felező pont abszcisszája a r-nek egész számú többszöröse. 


2. — Tekintsüikaza Sx 5 a -t 2 x intervallumban integrálható f(x) függvényt, és tegyük 


IT 
fel, hogy f(x) az a c x c a t m intervallumon szimmetrikus az x — a - . helyre, és 


3 
ugyanígy az a -k n ax a a ht 2 m intervallumon szimmetrikus az x — a - . helyre. 


Igazoljuk, hogy ez esetben f(x) páros indexű sinus-együtthatói és páratlan indexű cosinus- 
együtthatói 0-val egyenlőek, azaz 


dak—i — 0; bak z0 (k sz ], 2, 3, .. 9); 
feltéve, hogy az a abszcissza a rr-nek egész számú többszöröse. 


3. Megtartva a 2. feladat jelöléseit, tegyük fel, hogy a kérdéses intervallumok felező 
pontjára f(x) (nem szimmetrikus, hanem) antiszimmetrikus. Igazoljuk, hogy ez esetben a 
páros indexű cosinus-együtthatók és a páratlan indexű sinus-együtthatók egyenlőek 0-vai, 
azaz 8. 


ask — 0; boki 5 0 ú (k — 0, 1, 2, . . .), 


ta 


feltéve, hogy az a abszcissza a x-nek egész számú többszöröse, 
4. — Határozzuk meg az . 
—-1, h —rcxc0 
0, ha x—0 
1 ha0O-Zxan 
y(x-t2kn); k— tl; $2;.335..." 


y(x)js 


s Más szóval y 2nm periódusú függvény. 
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függvény Fourier-sorát. Mely pontokban konvergál a Fourier-sor a függvényhez? Adjuk 
meg azokat az intervallumokat, amelyeken egye etes a konvergencia. Ábrázoljuk a függ- 
vényt és Fourier-sorának második, harmadik és negyedik szeletét. 

Megoldás : Tekintettel arra, hogy a függvény 2m periódusú, tetszőlegesen választ- 
hatjuk ki azt a 2x hosszúságú szakaszt, amelyre támaszkodva meghatározzuk a Fourier- 
együtthatókat, Célszerű tehát olyan intervallumot választani, ahol a számításokat a szimmet- 
riaviszonyok kihasználásával az 1., 2. és 3. feladatok szellemében meg tudjuk rövidíteni. 

gy pl. a (— a, a) intervallumot választva, a Fourier-sor nyilván tiszta sinusos sor lesz, 
mert a függvény az origóra antiszimmetrikus, továbbá e sinus-sor páros indexű együtthatói 


9 
ís 0-val lesznek egyenlők, minthogy a függvény a (— mr, 0) szakaszon a — 5. helyre, "a 


(0, x) szakaszon a . helyre szimmetrikus. Így — annak ismételt felhasználásával, hogy a 


függvény antiszimmetrikus — 


7 ús 
banta — E Í/(0 sin 8n 4 DEdg — ÍJ) sin (an 4 1: dg a 
0 


hazád 


— cos (2n 3-1) "TT 4 1 
x 


2n-D lo 22241? 


77 2 
mefsnenr pragai] 
7 x 0 
0 


y 
2 
Fe9g  Fen F(XxXI 
af Aa 1 LZZSOS ba LED E , 
a Fe gs 


FX) 2 É(sinx 4 sigez 4 EAK a ur2§) 


Égő 


6. ábra 


a függvény Fourier-sora tehát: 


4 3 sin (2n dt 1)x 
YO) ga at 


A3.§b) a) részben ismertetett elégséges kritériumok bármelyike rési késes következik, 
ya sor mindenütt konvergens és a függvényt állítja elő; az x — 0 helyen speciálisan 


TÖK egeakli a függvényértéket is a jobb- és baloldali határérték számtani közepeként defi- 
niáltuk., 
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A sor nyilván egyetlen olyan intervallumban sem lehet egyenletesen konvergens 
amely a szakadási helyeket (0; -- m; 325; . . .)) tartalmazza; hiszen folytonos függvények- 
1 álló egyenletesen konvergens függvénysor összege maga is folytonos. Minden 
olyan zárt intervallumban azonban, amely e szakadási pontokat nem tartalmazza, egyenletes 
a konvergencia, Ennek bizonyítására elegendő megmutatni, hogy a fős; x — ő] intervallu- 
mon (0 ZöÖ am; Tetszőleges) jo Lelyzétái a konvergencia; ebből és a sor páratlanságából és 
periodicitásából következik az általánosabb állítás is. 

Az Abel-féle átalakítást célszerű használni az említett szakaszon az egyenletes kon- 
vergencia igazolásához. A Cauchy— Bolzano kritérium szerint a kérdéses sor a fő; n — ő) 
szakaszon akkor és csakis akkor konvergál egyenletesen, ha tetszőleges a 5 0-hoz megad- 
ható az n, — n, (eső) küszöbszám úgy, hogy bármely természetes k számra és a 
jó Gx S na — ő köz bármely x helyére fennáll az 


"tt" sin(25-4k1)x 
ami 25931 


$—n 


egyenlőtlenség, hacsak már n — n,. Az Abel-féle átalakítást használva tehát: 


ntk gin (25--1)x 5 ( : NA 1 sin? (n tk -k 1) x 
sszenylt 25 --1 Én 251 25-t 3 sin x 
si(ntkthz 1 . sin3 nx l 
sin x 2nt4-2k-t-3 sinx 2n-41 
1 jéé 2 jé j at 1 az 
sin ő e, 2541 (és1 3 2n3-2kt3 2n--1 
l neem 1 1 
ÜZE töb tsst ölsztt BE aze SEBI 
2sinő en n (n — l)sinő 


Ezen átalakítások közben a következő relációkat használtuk fel: ]sin?kx]al; 


n-4-k 
k—1- 2 n--k 
4 sin? kx 1 dx 1 1 1 
d sin (2nH1x— a — a Teste TÉS ú 
Pages is sin x femezgellői , x n—-1 n-tk n-l 


Így tehát az n S 1 -k REZET választás mellett a Cauchy— Bolzano kritérium tel- 


jesül, a Fourier-sor tehát a [d; x — ő] szakaszon és így minden zárt szakaszon, amely nem 
tartalmazza a 0; tm; 427; . . . helyeket, egyenletesen konvergál a függvényhez, amelynek 
a Fourier-sora. 

5. Határozzuk meg az 


Tá áz 2 
ss X 
y(x) - 2 7" jö 


y(xt2kn) kae Hl; 42; X 83... 


függvény Fourier-sorát. Adjuk meg a sor konvergenciatartományát. Mely intervallumo- 
kon egyenletes a konvergencia? Ábrázoljuk a függvényt és Fourier-sorának második, 
harmadik, illetve ötödik szeletét. ; 
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6. . — Tekintsük az 5. feladatban felírt Fourier-sort és határozzuk meg azt a 0 CE, helyet, 
ahol a sor n-edik szelete először veszi fel szélső értékét, továbbá e szélső érték n nagyságát, 
Igazoljuk, hogy míg a várakozásnak megfelelően : 


a 
En7 0, ha n— co addig — meglepő módon —  lim m-—- 9 
n sz 00 


Mivel magyarázható ez a különleges (ún. Gibbs-féle) jelenség? (L. pl. Knopp: Unendliche 
Reihen, 365. o., 469. o.) 


7. Írjuk fel az 
.y 7 x3 


függvénynek a (0, 2 a), illetve a (—x, nr] intervallumra támaszkodó Fourier-sorát, Mely 
tartományokban konvergensek, illetve ímely intervallumokon egyenletesen konvergensek 
e sorok? Ábrázoljuk a függvényt és a két Fourier-sor által előállított függvényt. 


8. Írjuk fel az 
y-(x— 1) 


függvénynek a (—2,4) intervallumra támaszkodó Fourier-sorát. Hol konvergens, illetve 
mely intervallumokon c gyenteteseő konvergens e sor? Ábrázoljuk a függvényt, Fourier- 
sorát, és annak második és negyedik szeletét. 


Megoldás : Minthogy nem 2x hosszúságú intervallumra támaszkodunk, nem a trigo- 
nometrikus rendszert, hanem az ebből lineáris transzformációval származó, a 3. § b) a) 
részben ismertetett rendszert használjuk. Emellett a számítások egyszerűbbé tétele vé- 
gett célszerű a § — x — 1 lineáris transzformációt elvégezni; az y(£) függvény Fourier- 
sorát meghatározni és azután visszatranszformálni; így a szimmetriatulajdonságokat is fel 
tudjuk használni. I KE ; 


Tekintsük tehát az 


y.n 


függvényt a — 3 55 5 3 intervallumon. Tekintettel a függvény páros voltára, sora tiszta 
cosinus-Sor; e 


2-3 
ésgjse J(8) d5 88 zh 
077 57 4. als]. . 
—3 
3 5 3 6 
Ld , Jt 3 
an aj fpcosnzzd s § cosn-§ di — (— Mai 
-8 0 


minthogy cosna sz (—1)a, . Így 


36 e cosn— E 
n7-1 


a 


9 A nm szimbólummal azt akarjuk kifejezni, ripők formálisan t[elírt Fourter-sor nem 6 szükség- 
képp állítja elő azt a függvényt, amelyhez konstruáltu I j 


106 3. §. FOURIER-SOROK ü 


A 2. §a) y) 6., ill. 7. feladata alapján tehát e sor a — so a x— oo intervallumon abszolút 
f. egyenletesen konvergál. Ezen a : — x—1 lineáris transzformáció nyilván nem változtat. 
gy 


36 2 (—1a n 


y(x) szig ő za COSnT (x — 1) 
9 E (—Dasinn 8 
22 os n — — Da sin n — 
34.36 Sl. ESB B szaga 3 
ese) Éz8 — cos n — ——  —— sinn — 
ző g n? 3 n? 37 
y 
1 a. a 
A 5 yelx-? ; 
9 
§ 7 


dB GP a fm um jun un az GZ u am alz am a 


TR V 
NI 


t 
j 
t 
) 
t 
! 
1 
t 
t 
t 
l 
j 
4 


— — j 


4 
j 
6 


F(lxl534 5 5 ri cosn T(x -1) 


7: ábra 
9, Írjuk fel az 
3 nx ; 
RB 4" ha OZxSmnm, 
sz 3 2 
yo) jet ss ha a Sxá2n, 
séták k s tI1; 3-2, t133.5s 


ü ggvény Fourier-sorát. Adjuk 5) a sor konvergenciatartományát, az abszolút konver- 
genciatartományát és azon intervallumokat, amelyek fölött a sor egyenletesen konvergál. 


10. Tekintsük az 


cos ax, ha — n SxZnxm 


IC) eh 2km; k— EI; 423433... 
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107 


függvényt, ahol a tetszőleges valós szám. Írjuk fel a függvény Fourier-sorát, állapítsuk 
meg a konvergenciatartományt és azon intervallumokat, amelyek fölött a sor egyenletesen 
konvergál. Írjuk fel a kapott eredmény alapján a 


CcOSa ma id 


sin a a " 
függvényeket előállító végtelen . sorokát, 


k1. Írjuk fel az 


x ex h e—ax 
y(x) — 
y(x-2k na); 


függvény Fourier-sorát. 


12. Írjuk fel az 
(x -k a)? 
A SET É 
y(x) — (x — nm) 
3a2 ? 
y(x 3 2k na), 


sin a 3 


2 enm — e—an 


a mg 
és a úri 


ha 


ha — n Sx5S0 


ha OSx2mn 


függvény Fourier-sorát, Adjuk meg a sor konvergenciatartományát és azon intervallu- 
mokat, AENELYÉKET egyenletes a konvergencia, Folytonos-e a függvény, illetve első, illetve 


második 


erenciálhányadosa? Differenciálható-e egyszer, illetve kétszer a kapott Fou- 


rier-sor tagonként? Ha konveígensek a kapott sorok, előállítják-e az y(x) függvény első 


illetve második deriváltját ? 
13. 


Adjuk meg a következő függvények Fourier-sorát, e sorok konvergenciatartományát, 
illetve azon intervallumokat, amelyek fölött egyenletesen konvergálna 


a sorok ! Adjuk 


meg azt a tartományt is, ahol a sor előállítja a sorbafejtett függvényt ! 


y s cost E, , 
2 


ha x ay 


, hay cxSrn 


— 2(—x), ha — o0 ZT Xxdo 
2(x -F k x), k — 3-1; 342; 133. es 


x 
cos — 
2 


a) 
b) 
x 

00 ha 0Gx gy, 

n Xx 

172 

z(x) — 

x Xx 

2 2 
c) y(x) — 
d) 


y(x) — sin xl. 
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e) 


x 


fisinsids ha —n SxSn ; 
yG) — ; 


y(x-H2kn); ka dl; 325... 


14. A Taylor-sorokkal kapcsolatban definiáltuk a Bernoulli-polinomokat, illetve 
a megfelelő periodikus függvényeket a következő relációk alapján: Ba az a legfeljebb 
n-ed fokú polinom, amely a következő tulajdonságokkal rendelkezik: i 


ko 


d 
a) Bail) — BAN; b)  Bie)dé 0 
a 


c) Bt(x) amelyre a b) feltétel nem teljesjilhet, legyen azonosan 1. Legyen továbbá 
Bn(x) olyan 1 periódusú függvény, amely a0osxzi1 szakaszon (ha n:5 Í, illetve 
a0 cx a 1 szakaszon, ha n — 1) azonosan megegyezik BA(x)-szel, 

Írjuk fel Bn(x) Fourier-sorát! 5 


y 
[/ b 1. Tekintsük a következő differenciálegyenletet: 


diy(x) dy(x) 
dx ta BY - dy(x) — f(x), 


ahol a és b tetszőleges konstansok és 


fra D an cos nx (— oo LXI 00), 


n:1 
(azaz f(x)-et a fenti feltételeink szerint mindenütt konvergens trigonometrikus sor defi- 


niálja). 
Keressük meg azt az 


at 2 (an cos nx - ba sin nx) 


n—1 


trigonometrikus sort, amelyet y(x) helyébe helyettesítve a fenti egyenletben (y"(x) ésy""(x)-et 
pedig formálisan, tagonkénti differenciálással számítva), az egyenlet két oldalán ugyanaz a 
végtelen sor szerepel. Milyen elégséges feltételt tudunk adni arra vonatkozóan, hogy az 
általunk kiszámított i 


n(x) — a DD (an cos nx -t- ba sin nx) 


nzz1 
sor konvergens legyen, továbbá, hogy összeg: az n(x) függvény értelmezési tartományában 
kielégítse a differenciálegyenletet ? 
Megoldás : A számítás formális részét nem nagyon részletezzük. 


ma B (nba cos nx — nan sin nx), 
n71 
nm (x) sv — BD (ran sin nx-ntba cos nx), 
nzz] 
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bag -k szó, [((— na, -k anbn - ban) cos nx -t (b " ba, — anag — n?b,) sin nx] mm 
nzz1 


060 
sz ag -k DD an cos nx, 


amiből: hi 
ka!) 
do -p? 
an(d — n?) F bnan — an, 
— aran -- bn(b — n?) — 0, 
azaz an 07 ey Lya an 
(b — n3)3 3- atn? (b — n2) ft ; (d — n?y? -4 a1n3 


Elsősorban azt kell meggondolaúals hogy az (an) sorozat szükségképp 0-sorozat, minthogy 


másképp az f(x)-et definiáló sor nem lehetne mindenütt konvergens. Ugyanis pl. az x sz 0 


helyen 
(0) — a, - 2 an 
n-1 


ámiből következik, hogy lim ay — 0 (I. a 2. § a) y) 2. feladatot). Így an — 0(1), tehát 
n-—-poo 


/ 1 l 
an — 0 (55] ; ta 7 0-5) 


Ebből azonban az következik, hogy az 


a-t 2 (an cos nx -b ba sin nx) 


n7-1 


sor abszolút és egyenletesen konvergens, és az általa előállított n(x) függvény legalábbis 
folytonos. Tekintsük most a formális differenciálással nyert 


n (xv Z (nban cos nx — nansin nx) sort. Ennek páros része, a d nbn cos nx 


nmi n7-1 


sor nyilván abszolút és egyenletesen konvergens a — co Cx 2 oo szakaszon, minthogy 


1 
na — 0 [za] 
A sor páratlan része, a 90 4 
pa nan sin nx 
n:za] 


sor szintén egyenletesen konvergens a — oo 2 x 2 oo szakaszon. (Ennek a sornak az 

abszolút konvergenciáját nagyon körülményes lenne kimutatni; minthogy erre a továbbiak- 

.ban úgy sincs szükségünk, nem igazoljuk.) Ezt a következőképp láthatjuk be: na, felírható 
a 818 


ilyen alakban is: 
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ahol (Can) egy korlátos 0-sorozat. Ugyanis 


bdn — n? I dan ni — bn? 
Ta? E ÜÁ a ee gés ező EGEN eze ezézesá 16 
n! — (2b — a?) n? -- b? n n3— (2b—a?)n 3 5: 
On b — a? ni — b:n? 
keni jaaa KER ztést zi SEB [3 
j n n? ni — (2b— a?) n tb 
C : 4 b 2 
SZERELT TÉTETETT Feszől ELERESE S si 
n? n nt — (2b — a?) n? 3- b" 
Így teháta — 9 nansin nx sor így is írható : 
n—-1 


"ela . n . n . 
— MV naysinnx — 27 sin nx — 2 ze sin nx 
n7-1 n-—1 n-1 


Az összeg második tagja mármost abszolút és egyenletesen konvergál a — co Cx 2 os 
intervallumon, a 2. § a) y) 6., ill, 7. feladata szerint. Az első tag pedig nyilván, az m(x) 
függvény primitív függvényének formális Fourier-sora. Azon intervallumokon tehát, 
ahol n(x) egyenletesen konvergál," egyenletesen konvergál a tagonkénti integrálásából szár- 
mazó sor is. 

Az 77-t definiáló trigonometrikus sort már nem is kell vizsgálnunk, ugyanis ez a sor 
a konstrukció következtében nem más, mint az f(x)-et definiáló sor és az (am" 4- bn)-t 
definiáló sor különbsége. Az bn-t definiáló sor mindenütt egyenletesen konvergens, az 
a7"-t definiáló sor pedig legalább azon intervallumok felett konvergál egyenletesen, ahol 
f(x) sora is egyenletesen konvergens. Így ezen intervallumokon lineáris kombinációjuk, 
kb sora is egyenletesen konvergál, ott tehát az n(x) függvény második deriváltját állítja 
elő. , . 

A megoldásként kapott 


a9 Tt sz (ax cos kx -t br sin kx) 


k—1 


sor tehát a — cc Cx 2 oo intervallumori abszolút és egyenletesen konvergens, és mind- 
azon intervallumokon, ahol az f(x) függvényt definiáló sor egyenletesen konvergál, a diffe- 
renciálegyenlet egy megoldását állítja elő.§t 


2 Tekintsük ismét az 
y" tay 3by— few) 


differenciálegyenletet, ahol az f(x) függvényt az 
fe) zs 2 Basin nx (— co Lx 2 00) 
k—1 


trigonometrikus sor definiálja. I . 
Az 1. feladat mintájára írjuk fel formális számolás alapján azt az 


. a9-t 2 (an cos nx -b ba sin nx) 


$ Ez egyáltalán nem szükséges feltétel ! 


$8$ Ez csak elégséges, távolról sem szükséges feltétel. A B. VII. kötetben enyhébb feltételek mel- 
lett is igazoljuk majd az állítást. 
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trigonometrikus sort, amely formálisan kielégíti a ezlérENG E EGYEDTEEL. Igazoljuk, hogy 
e sor a — o0 £ Xx Z 00 intervallumon egyenletesen és abszolút konvergens, és azon inter- 


vallumokon, amelyeken a 9 f8xksinkx sor egyenletesen konvergál, a differenciálegyenlet 
egy megoldását állítja elő. 


3. Megtartva az 1., illetve 2. feladat jelöléseit, igazoljuk, hogy — ha a differenciál- 
egyenlet jobb oldalán szereplő f(x) ún. inhomogén tagot általánosan az 


I) E 991 2 (an cos nx -k Basin nx) , (— 06 LXx La 00) 
n-1t 
trigonometrikus sor definiálja — a differenciálegyenlethez formálisan konstruált 


a kt DD (an cos nx -k ba sin nx) 


n7-1 


alakú MÓD ják zlgépáságeset polinom a — oo Cx 2 oo intervallumon abszolút és égy erletésen 
konvergál, és azon intervallumokon, ahol az inhomogén tag sora egyenletesen konvergál, 
a differenciálegyenlet megoldását adja. 7 


4, Tekintsük ismét az 
y" tay tby-fG) 


differenciálegyenletet, és tegyük fel, hogy f(x) — 0. Mi a feltétele annak, hogy ezen ún. 
homogén díiferenciálegyenlethez található legyen az eddigiekben bemutatott módszerrel 
trigonometrikus sor alakjában megoldás? Ha e feltétel teljesül, a formálisan számított 
trigonometrikus sor konvergál-e, és ha igen, a mégóldást állítja-e elő? 


Mi a feltétele annak, hogy általánosabban a 21 periódusú trigonometr:s-us rendszer 
szerinti sorfejtésben (azaz az i 


5 a d 8 3 8 I 3 
I; sin -T xi cos 7 x; sin 2-7 x; ass sin k-T xi cos k-TxXöses 


rendszer szerinti sorfejtésben) legyen a homogén differenciálegyenletnek trigonometrikus 
sor alakjában felírható megoldása ? ő 


E megoldásokat a mechanikai vagy elektromos rezgő rendszert leíró differenciál- 
egyenlet önrezgéseinek, azon legnagyobb / mennyiség kétszeresét, amelynél még találunk 


önrezgést, a rezgőrendszer alaprezgése hullámhosszának, a és mennyiséget pedig a rendszer 
legkisebb saját frekvenciájának nevezzük. 


Rátekintve az 1., illetve 2., illetve 3. feladat megoldására, pontosabban a megoldás 
azon alakjára, amelyben az an és b, mennyiségeket kifejezzük az an, Pn együtthatókkal, 
átható, hogy ha az a és a b mennyiségek olyan értékeket vesznek fel, amelyek közel vannak 
legy olyan a, b értékrendszerhez, amelynél a homogén egyenletnek van megoldása, akkor 
az inhomogén egyenlet megoldásában az együtthatók nagy értéket vesznek fel. Ha a jobb 
oldalon az inhomogén tag egy olyan trigonometrikus függvény, amelynek frekvenciája 
egyenlő a rendszer valamelyik saját frekvenciájával, vagy pedig az inhomogén függvény 
Fourier-sora egyik tagjának egyenlő a frekvenciája a rendszer valamelyik saját frekvenciájá- 
val, a formálisan felírt megoldássor egyes együtthatói relatíve hatalmas értéket vesznek fel — 
s ez nemcsak matematikai, hanem fizikai jelenség is. Ilyenkor beszélünk rezonanciáról, 
illetve rezonanciaközelségről. Ez az oka annak, hogy az inhomogén tagot a gyakorlatban 
gondos Fourier-analízisnek szokták alávetni, mert ha az inhomogén függvény Fourier- 
sorában rezonanciaközelben nagy amplitudójú:t nagy együtthatójú összetevőt találunk, 
a rendszer esetleg olyan nagy amplitudójú rezgésekbe kezd, hogy összetörik, 
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5, Tegyük fel, hogy egy szinkrongenerátort a következő lefutású feszültséggel gerc 
jesztünks: 


s; ha 0 StGg, 
a e 
n 


s U(n — £), ha , atág, 


— U(2 m — £), ha nats2ln, 
sz U(t 4 2kn); köz 1; -23533;3. ss 


. 


Határozzuk meg e függvény Fourier-sorát, és adjuk meg az U(t) függvény maximumának 
százalékában az egyes felharmonikusok amplitudóját. 

6. A szinkrongenerátor rotorjának forgásegyenletét a következő nyomatékok figyelem- 
bevételével írjuk fel: 


o j 
1. Az ún. reakciónyomaték: M, — — I ts ss ahol JI a rotor tehetetlenségi momen- 
tuma, 0 a szögfordulás az idő függvényében; 
2. a szinkronizáló nyomaték: M, — Ts(ut — 0); 4 


3. a csillapító nyomaték: M. — Tg : — az (ot —. 8), 


ahol a T, és Tag bizonyos, a gépre jellemző momentumok, w az áram, illetve feszültség 
ELÉTZEZEH ETET (a generátor rá van kapcsolva az országos hálózatra, igy y nem maga határozza 

meg a feszültség, illetve áram körfrekvenciáját), és t az időt jelenti. A hajtógép Ma nyoma- 
tékát az 40 függvénnyel írjuk le. A rotor mozgásegyenlete azt fejezi kí, hogy a iyorsástékok 
összege 05 7 


119 


ra tT4- (ot — 8) 4 T; (at — 8) 410) — 0. 


Az Mh nyomatékot írja le a következő függvény: 


t 
jeget ha 04 t2s— 
3 3 3 
jessze gt ha — atal 
fh : 2mn ő 2mn 
sz sz té Eu 
2 
-f[14x5), k — tl; 32; t35.s 


. . Határozzuk meg az ún. elcsavarodás: y ves [vot — 0(2)] Fourier-sorát, és ennek 
alapján számítsuk ki a maximális elcsavarodás, ] [ot — €9(?) I max közelítő értékét. 

Megoldás : A differenciálegyenletet célszerű úgy átalakítani, hogy csak a keresett 
függvény, y(t) szerepeljen benne. Minthogy 


dy() d d18 
da 7 gat TA gar 
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az átírás közvetlenül megy: 


Meghatározva az f(t) függvény Fourier-sorát, és az 5. § b) y) 2. feladat mintájára megoldva 
a differenciálegyenletet (az f(t) függvény Fourier-sora mindenütt egyenletesen konvergens, 
amint az könnyen igazolható, így a trigonometrikus sor a differenciálegyenlet megoldását 
állítja elő), a következő adódik: 


; ; 3 I 
(2) — s T4 0 " cos not 14 jjalégae 2 £3 
ij al - e [(Ts — In? w?)? 4 Ta?n? v? ] ; 20n 
. 3 9 
Sir 7 — 
4 


(Ts — I? od) [1-4(—DTTT a 
-t ESEN SES 


e. 


slat AVEL HE HIT 
See ee sss szeszes sss SEL ÍTÓ 
x ni (Ts — In?o?)? - Tan w?)] 


A maximum helyét, illetve nagyságát a következőképpen lehet megállapítani: A legegy- 
szerűbb a grafikus eljárás; elég jól konvergál "y(t) sora, az együtthatók legfeljebb sr 


. . . T; l 0. ?, 
nagyságrendűek (még ez is csak rezonanciaközelben, azaz a IS — közelében levő n-ekre 
0) 1 
van így, ennél sokkal kisebb, illetve sokkal nagyobb n-ekre az an együtthatók pTÜ a ba 
együtthatók 78 nagyságrendűek), tehát nem kell túl sok tagot figyelembe venni ahhoz, 


hogy az elcsavarodást mint az idő függvényét jó közelítéssel ábrázoljuk. Ezt mindenképp 
meg kell tennünk, mert a maximum helyét és nagyságát csak közelítő módszerrel lehet 
meghatározni, és ehhez jó közelítő értékekre szükségünk van. Mármost, ha a közelítő 
érték elég jó, pl. a következő módon finomíthatjuk ezt a közelítő értéket: A y(t) Fourier- 


d 
sorát. F(t; y)-val jelölve, differenciálással meghatározzuk pridá 3"y)-ts; helyettesítjük a 


maximumot közelítő első r, közelítő értéket, és megállapítjuk, hogy 
d 
— F(r.: 
dt (Ty) 


negatív-e vagy pozitív. Ha negatív, a maximumhely után, ha pozitív, előtte vagyunk; 
tehát eszerint változtatjuk a közelítő értéket, és így egyre szorosabb , villába" fogjuk a 
keresett szélsőérték-helyet. Minthogy a szélsőérték-hely elég kis környezetében a függvény 
lassan változik, ezen a módon elég gyorsan jó közelítő értéket kanunk a tülajdonképpen 
keresett. mennyiségre, az elcsavarodás maximális értékére. 


A "y(D-t definiáló trigonometrikus. sorra tekintve leolvashatjuk, hogy általában 


8 Té. 1 . e 
annál nagyobb a maximális elcsavarodás, minél kisebb a E "— mennyiség, S minél. 
[9 


nagyobb 7Tg, ami fizikailag is világos. 


$  Műszakimatematikai gyakörlatok — 44231/VI. 


4. §. A SORÖSSZEGEK SZÁMÍTÁSTECHNIKÁJA 


a) A sorösszegek számítástechnikája 


Azokat a módszereket, amelyekkel egy végtelen sor konvergens vagy divergens 
voltát kimutathatjuk, a 2. §-ban részletesen tárgyaltuk. A végtelen sorokkal kapcsolatos 
másik feladat: a sor összegének kiszámítása — más szóval a szeletek határértékének számí- 
tása. A sor valamely szeletét — véges számú művelet elvégzése útján — numerikusan is, 
minden további nélkül számítani tudjuk. Ha a sor konvergens és a szelet indexe már elegen- 
dően nagy, akkor az így számított mennyiség a keresett összeg jó közelítése; a sormaradék 
becslésével pedig az elkövetett hibáról is tájékozódni tudunk, I 

Az esetek döntő részében mindössz? ennyi a feladatunk; A végtelen sor összege 
azonban gyakran egy jól ismert racionális vagy irracionális szám. Az előbbi esetben ter- 
mészetesen sokkal helyesebb, ha a racionális szám valamely közelítő értéke helyett magát a 
számot — a sorösszeget — adjuk meg. Az utóbbi esetben a sorösszeget természetesen nem 
tudjuk másképp, csak az irracionális szám szimbolumával megadni; ezt azonban érdemes 
ismerünk. Innét tudjuk meg, hogy melyik számnak közelítő értékeit számolhatjuk a 
sor segítségével. A sorösszeget azonban csak ritkán és akkor is csak a legkülönbözőbb segéd- 
eszközök igénybevételével tudjuk pontosan megadni. A legfontosabbakat a következőkben 
megismerjük. ; 

Ha — és ez általában így van — nem tudjuk pontosan megadni a sorösszeget, hanem 
a sor valamely szeletével közelítjük azt, akkor annál kevesebb számolással kapunk jó köze- 
lítést, minél gyorsabban konvergál a végtelen sor, Hiszen ahhoz, hogy az n-edik szelet 
értékét kiszámíthassuk, legalább is n darab összeadást kell végeznünk. Vannak olyan eljá- 
rások, amelyek bizonyos esetekben gyorsítani tudják a sor konvergenciáját; pontosabban 
szólva: bizonyos sorokhoz hozzá tudunk rendelni olyan más sorokat, amelyeknek ugyanaz az 
összege, mint az eredetinek, de amelyek gyorsabban konvergálnak. Praktikus szempontból 
ennek óriási a jelentősége. Ezekkel a módszerekkel is részletesen foglalkozunk. 


a) Sorok összegének 00 
közvetlen számítása Bizonyos esetekben a konvergens 9 an sor n-edik 


n7-0 B 
tagját elő tudjuk állítani egy (br) sorozat n-edik és (n -4- 1)-edik eleme különbségeként: 
fi dn sz bn [era bn-k 1" ; 
A sor összege ekkor közvetlenül számítható a sorozat határértékének segítségével: 
S 7 Dan — DP (bn - bn41) — b, — lim ba. 
n-0 n7-0 I 


no 00 
A feladatok között igazolni fogjuk, hogy ha a sor konvergens, akkor szükségképp a sorozat 
is az, és ez meg is fordítható: a sorozat konvergenciájából következik a sor konvergenciája, 
Ez a módszer persze általánosítható: tegyük fel, hogy a 9 an sor tagjai bizony 
a n-0 
éj égi C1; Cas e e s) Ck szítmok és a (dan) sorozat segítségével ilyen alakban állíthatók 
elő: 
an — C1dn41 tt Codnta tes 45 Ckdn4-k; 
és a c számok algebrai összege 0, azaz cz -- Cs -- . . . ht cx — 0. 
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Ekkor a sorozat konvergenciájából következik a sor konvergenciája, továbbá konvergencia 
esetén érvényes a 


00 


2 an zz Cidh Tt (ci -t €2) da Tt (ci - Cs - 69) ds to e, -4 drk—1 (C1 b Cs -b ese rt Cksa) -k 
0 I 
s 4 lim da: [ca-k2cs-k30t...4(k— Dex] 


n- 00 


reláció. Ha a sor tagjai tört alakjában vannak adva, e tört részlettörtekre bontásával gyakran 
közvetlenül megkapjuk a kérdéses fdn) sorozatot; illetve a Ci, Ces . . . Ck számokat, 


$) Függvénysorok . Sok esetben a sorösszeget úgy tudjuk zárt alakban megadni, 
felhasználása ha látszólag lényegesen komplikáljuk a feladatot — ti. az 
E összegezendő sor segítségével egy függvénysort írunk 
fel, és ennek az összegfüggvényét határozzuk meg; ennek ismeretében általában könnyű 
az eredeti sorösszeget megadni, I 


Legtöbbször az Abel-tétel alkalmazásával érünk célt. Tegyük fel ugyanis, hogy a 
00 00 
25 ún sor konvergenciájáról meggyőződtünk. Ekkor a 22 anxn hatványsra— I exel 


n-0 n-0 
ébe biztosan konvergens, ott egy folytonos f(x) függvényt állít elő, és Abel-tétele értel- 
mében 

NM 


li zés Jess 4 N 
, Jim, (9-1 — Zan 


Ez az eljárás elvileg persze mindig alkalmazható; a kérdés csak az, hogy a hatvány- 
sorával definiált f(x) függvényt zárt alakban fel tudjuk-e írni. Általában a következő eljá- 
rásokkal kísérletezhetünk: 


Ha az eredeti hatványsort magát nem is tudjuk zárt alakban telírni, esetleg a deri- 
váltjai, illetve primitív függvényei közül az egyik könnyen összegezhető. 
Lehetséges, hogy a sor — esetleg pl. a tagok részlettörtekre bontásával — olyan sorok 
összegére bontható, amelyeket már összegezni tudunk. 


. Lehetséges, hogy az együtthatók között bizonyos rekurziós formula áll fenn. Ennek 
alapján általában található egy olyan polinom, amellyel a hatványsort megszorozva, ered- 
ményül egy volinomot kapunk. Így pl. ha az együtthatók között egy 


09 1n t- a dn-ka Tt sss rt ak dn4k — 0 (n — 0, 1, 2, ...). 

típusú rekurziós formula áll fenn, akkora d anxn hatványsort az 
n—-0 

agxk -k ay " xk—1 3... -H aki Xx Tt ax 

polinommal szorozva, eredményül az 
akdo Tt Xx (ara Th 0k4-1 9) - s. , b x£4—1 (ajag h- aza -k . . . -b akar —1) 

polinomot kapjuk, minthogy a szorzatban az xktn tag együtthatója; 

09dn e 0.1dn-- ai -- 0... -t- akrdni-k — 0, kj ha n - 0. 


Végül igen gyakran a hatványsorból és néhány deriváltjából egy olyan lineáris 
kifejezést tudunk összeállítani, amelynek hatványsora egy polinomra redukálódik. Ekkor 
a hatványsor összegfüggvénye szükségképp a differenciálegyenlet megoldása, 


gt 
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y) A Bernoulli-számok, A 3. §b) y) 14. teladatban a 2k-adrendű Bernoulli- 
illetve polinomok felhasz- függvényt a következő végtelen sor (Fourier-sor) 
nálása alakjában állítottuk elő: 


(—1)k—i ZT 0 2cos2Znax 
Bal S Sggjer Br CET ÜL SZE Át 


Ismeretes (1. pl. az A. VIII. kötetet), hogy 
B ok 
(2 k)!" 
ahol Box a 2 k-adik Bernoulli-szám. Így tehát az előző Fourier-sorban elvégezve az x sz C 
helyettesítést, a következő relációt kapjuk: 

(—1)k— va 1 Bek 

2 — ks 1,2,..9. 
(2 nak P nik  (2k)! ( ) 


Box(lx—o — Bax(0) — 


Ezeknek az egyenlőségeknek a segítségével nagyon sok sor összegét tudjuk zárt 
alakban előállítani, 


Megjegyezzük, hogy ez a módszer is általánosítható; a Fourier-sorokat is fel tudjuk 
használni sorösszegek kiszámítására körülbelül ugyanazon gondolatmenet alapján, mint a 


6. § a) B) részben a Taylor-sorokat. Így pl. a konvergens Ba an sor mellett tekini-; 
nzz0 


hetjük a 
o 
2 dn COS nXx 
n-0 


trigonometrikus sort; ha ennek összegfüggvényét sikerül zárt alakban előállítani (ha a 
Dan sor abszolút konvergens, akkor a 2.§ a) y) 7. feladata szerint annyi legalább biztos, 
hogy a felírt trigonometrikus sor konvergál mindenütt; egyébként csak az x — 0 helyen 


konvergál biztosan a sor), akkor az x — 0 helyettesítés-a keresett sor összegét adja, Ugyanígy: 
tekinthetjük a , 


2 (—Dranrsin(2n-k 1 x 
n—0 


17 
sort is, az x — 5. helyettesítés mellett. Ezen eljárásnál azonban az összegfüggvény előálli- 


tására általánosságban csak azt a tanácsot tudjuk adni, amellyel a 4. § a) 8) pont végén 
foglalkoztunk. Kíséreljünk meg a sor és a differenciálhányadosai segítségével (feltételezzük, 
hogy a szóba jövő, a tagok differenciálhányadosaiból álló trigonometrikus sorok azx — 0 


hely, illetőleg az x — z hely egy kis környezetében egyenletesen konvergálnak, amikor 


is a tagonkénti differenciálás megengedett) egy olyan lineáris kifejezést előállítani, amely 
véges összeggé redukálódik, Ekkor a keresett függvény a lineáris kifejezéseknek megfelelő 
lineáris differenciálegyenlet megoldása (az egyenletes konvergenciatartományban). Itt 


a át § 88 J) y) 10. stb. feladatokra, illetőleg a részleteket illetően a sorozat B. VII. kötetére 
utalunk. 


ö) Sorösszegek számítása az eddig Sok esetben kombinálni tudjuk az eddig 
. megismert sorösszegek felhasználá- bemutatott módszereket. Meg kell je- 
sával gyeznünk ezzel kapcsolatban, hogy a 


Bernoulli-számok mellett az Euler-számo- 
kat és általában a Taylor-sorfejtés eredményeit gyakran használjuk. (L. az A. VIII. kötetet.) 
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e) Sorösszegek köze- A bevezetésben említettük, hogy ha a sorösszeget a sor 
lítő számítása valamely szeletének értékével vagyunk kénytelenek közeli- 
teni, óriási jelentőségű a konvergencia sebességének kérdése. 
Itt néhány olyan eljárást mutatunk be, amelyek segítségével 
valamely lassan konvergáló sorhoz olyan sorokat tudunk rendelni, amelyeknek sorösszege 


azonos az eredetiével, de amelyek sokkal gyorsabban konvergálnak. 


A legegyszerűbb ilyen eljárás a következő: A konvergens És an sor közelítő értékét 
x 5 n7-0 
keresve, gyakran meg tudunk adni egy olyan ismert összegű 


sort, amelynek tagjai igen jó közelítésben azonos nagyságrendűek a 2 dn Sor azonos in- 
dexű tagjaival. Minthogy 


Za — Da — Sbtb-bt DD (a — bn), 
n-0 n-0 n-0 n—0 


a az (an — bn) sor általában igen gyorsan konvergál, mert tagjai nagyon gyorsan tartanak 

n-0 I 
0-hoz, 

A 2. §-ban bemutatott nagy átrendezési tételt, illetve Markov-féle . sortranszfor- 
mációt is gyakran alkalmazhatjuk oly módon, hogy a végtelen sor egyes tagjait mint 
véges vagy végtelen sorokat állítjuk elő, és a sorokról oszlopokra rendezünk át. Míg az 
elméleti vizsgálatoknál az eljárás helyességét inkább a nagy átrendezési tétellel kapcsola- 
tos elégséges feltételek teljesülésének kimutatásával végeztük, numerikus feladatoknál 
mindig könnyebb a Markov-féle transzformációval kapcsolatos szükséges és elégséges 
feltételek teljesülésének igazolása, 


A többi eljárás az 1. § c) y) részben, illetve a 2. § b) 8) 12. stb. feladataiban meg- 
ismert tételeken alapul. Ezek segítségével ti, más alakú, de azonos összegű sorokat tudunk 
származtatni, A tételeket a feladatok között — részben a sorokra átfogalmazott megfelelő 
alakban — bemutatjuk. Itt csak arra hívjuk fel a figyelmet, amit már az 1. § feladataival 
kapcsolatban is megjegyeztünk. Ezeket az itt említett ún. sortranszformációkat általában 
csak ákkor szabad használnunk, ha meggyőződtünk róla, hogy az eredeti sor konvergens. 
Könnyen megtörténhet ugyanis — ha erre nem ügyelünk —, hogy nem konvergens sorra 
alkalmazva a kérdéses transzformációt, konvergens sorra jutunk, s így egy nemlétező 
összeget , közelítünk" a transzformált sor közelítő összegével. 


Példák és feladatok 


a g 1. a egy 0-tól és a negatív egész számoktól különböző valós szám. Határozzuk 
meg a következő sor összegét: I 


1 l l 
Ka TD S GFDERH TT arparkrn te 
te 1 
Eb a (a-tn(atnit 1" 
l 


Megoldás : Bontsuk az a, — törtet részlettörtekrez 


(a tn (atni n) 
l 1 l 


— ve 


(a -t n) (a 4 n 34- 1) a khtn atnt1l 
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28 l ci. 1 jel L 1 3. 
E Za ne az at 1l a-t1l —i) déli 


1 1 1 1 
ll bere égő eng eregi Öné a$rkri" 


l 


Rel : l j l 1 
d SES NCH TT TŐK elv gt TT IN MÁ 
Tehát 
ege 1 l 
ENG EZEE TETTETETT 1 j 


2 Határozzuk meg a következő sor összegét: 
8 k 1 l 1 
b EEÁSCASSEZAEZEZ KEN AT ZSZZZEREEE alszoz mezes ulsz, zzeageteeyezzezűén Sly gysszzászegyzrtzlisi Hz 
hai Var 1) (ya TETT 41) V2(14V2) V6e(y2á4v3) 2V8(V3-- 2) 
Megoldás : Részlettörtekre bontás előtt kíséreljük meg a nevezőből az összeg alakú 
tényezőt eltávolítani; itt a következő, már az 1. § b) a) 11. feladatban is alkalmazott össze- 
függést használhatjuk fel: 
(TAT — VN) (Vr FTTIVn) (nt —nél 
l 


Tehát a, — —————— —,——  — —,— 
Vn(n 4 D(Vn3Vn4 1) 


így is írható: 


7 (Vnr1-—Vn) . Vn41-Vn 1 1 
ME TTEsN (nt 1) " [(ya "PF 1)? — Ya?) Vn(n 41) Vn Vn-4ii ; 
Ezért 
c 1 1 i 
7 HT TÁBÉ TT Ere 1 Li szölö 
3. Határozzuk meg az 
l 1 1 l izzó 1 
Ta! za gat tg rD Tt énniD 
sor összegét. 
4. Határozzuk meg a 
3 5 9 n i 
TECUMÉGTT Ú EY ÉHTTT TU 1- e ZED KTLTSEN 


sor összegét. 
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§. — Konvergens-e az 


n 
— (5 
KN TÁS ő s lR MÉ EB Riva veg éb 
2:3 5-6 09-10 14-I5 "ám n n ; 
24564 mj[8456-mj 


sor? Ha igen, mi a határértéke? 
6. Állapítsuk meg, hogy x milyen értékeinél konvergens az 


1 :1-:2 n ! 
zel KEDKED KE NSAZ AS ETETETT ETET lé 


sor; mi ezen x értékeknél a sor összege ? 


7. Mivel egyenlő 9 arctg BETÉ A számításnál használjuk fel — de igazoljuk —, hogy 
n7-i ; 


2 1 
arc te — — arct — arctg - 
8 72 ési 8.7 


hI1 
8. Igazoljuk, hogy 
tés 1 


ZETT ET KENTENTEST üi 
1 467 i L 


§ TTZATETITET ETT TOY [a -4(k— Dgárji 
9, Határozzuk meg az 
1 ] 1 1 


1-5-9 TT 3-7-TI T 5.913 GÁT TPITTETOTT Es) di 
sor összegét, 
10. a) y 5x50 K 


Határozzuk meg az 


itt 2; x(x t1)...(x tn zs ds sz Sz ló xx TF) Fe 


1 
y W41)...4Y-4nED) y yy$rD  j4Y$FDOTDVD 
sor összegét. 


b) Határozzuk meg az 


a(a -t 1) alat D)(at2 JE. ay MET 1)... .(atn d 
b(b H1) b6t1D)0GTH2AR bb H1D...bibn  """ 


sor összegét db 5a-t 15 1). 


a 
JrsÉsa 


11. —— Tegyük fel, hogy a 9 an sor tagjai ilyen alakban állíthatók elő: 


n:-0 


dn — C1Xn-4- 1 - CsXn3-s tk ... zt CkXn-i4-k 
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(k z 2, de adott esetben rögzített), ahol az (Xn) sorozat konvergens és határértéke: x, 


a Ci ht Cs TF Cs kH... tt Cxk összegre pedig a 2 es sz 0 feltétel teljesül; Igazoljuk, hogy 
szal 


ez esetben a be an sor konvergens, és 
n:0 


s — C1Xi -t (Ci -k Cs) Xg rk sss -t (Cs -k Cg s e s b €x— 1) Xk— 1 tb 
lim Xn [Ce -- 2c€s - 3c,- ... -k (k — 1) cx). 
no 


Igazoljuk TováGbA; . hogy ha nem tételezzük fel az (xx) sorozat konvergenciáját, 


ellenben a 2 (Ca3-1 jó Cara tores Cx) Xn4-14-1 ? SOrozatét igen, akkor 9 an szük- 
nz:0 
ségképp köhverzeási és fennáll az 


z 2 an — cixy rk (cs b Cs) Xa -k (cs Ca b Ce) Xg FH... 
n:1 
k—1 
t (ci Cs b. s s TF Ck—1) Xx—1 b im z (Cai b Catba Tess b €x) Xn4-4-a 


reláció. . 
12. Igazoljuk, hogy ]x] € 1 esetben fennáll az 


x zt 2 x? dj 4 xi 1 új; 2n x2" s s I li 
.  14x 142 0 1-4x 10 144 xt KÉNE 14 at —1-—x 
azonosság, . 
13. Mutassuk meg, hogy fennáll az 
, ha lx] 1 
S ZRRTÉT A x ij. xi 3 szá a, . ez LT MoNSSER 
Vosat het heg pg) 
I  EZE ha Ix]I51 


azonosság, 


tape n 
2 ÉLT TT ETg TélzzlÉT Tá 


15. Igazoljuk, hogy fennáll az 


azonosság x minden értékére, amelyre a jobb oldal, illetve bal oldal minden tagja értel- 
mezve van. , 


16. Igazoljuk, hogy 
ba l E 
sz (x--1)(2x31)...(nxt1)  k? 


1 
hacsak x 7 0, illetve x s! — k (ks 1.2 de cél ai 
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17. Konvergens-e a 

gét n? n31 

120(V3-4 14 n)(V3-1- 3 4 n)(V3 4 5 -- n) (V3 -- 7 7 a) 
s0r? Ha igen, mennyi az összege? 


siszááűli 
Megoldás: A sort a u — konvergens sor majorálja, tehát konvergens. 
na1n 


Mint a bevezetésben említettük, célszerű a tagok részlettörtekre bontásával megkísé- 
relni a sor összegezését. 


n-nt1 Höri 2:4:6 
(V3 1-4 a) (V3 4 34 n)(V31- 54 n)(V3-474n) V33414n 
16 4 7V3 34 -- 11 [3 60 -t- 15 [3 


— 


2.2.4 —2-2-4  2-4-6 
V333i4n V33-5-2n V3-€477n 
Könnyen ellenőrizhető, hogy a részlettörtek — nevezőiket tekintve — csak az 

1 


VÉR SE 
V3-4k-t1 


sorozat k — n-edik, k — n -- 2-edik, k — n -- 4-edik, illetve X — n 1- 8-odik tagjávat 
egyenlőek, míg a számlálók összege 0-val egyenlő. j 


Alkalmazhatjuk tehát-a 6. § a) a) 11. feladatban igazolt tételt a következő válasz- 
6 . 8V346. 
SAME ZTE É 


(az (xxk) sorozat minden második tagja azonosítható csak egy-egy részlettört- gal, ezért 
minden második c-t 0-nak veszünk; ez mit sem változtat azon, hogy Z c; — 09 


tással: 


cs 0 


—  1647V. st — 84-H(11V3). száj — 604 15j3 
GÜNKEÉT ET EZ vaz KE ARE EKE 17 37 lle öntelt takáálE TT RT Tali 
Emellett lim xx — 0. Így a 11. feladat szerint a sor összege: 

—oo : 
; ezel 1 Fő 
2:4-6 [(V/34 D(V34.9(V43145)V34 7 
ús L ] Ass 16 7 V31.. 
(V3 4 2(V3 1 9(V3 74-69 (V/37- 8) ]" 12"-4-6 2:2-4 


1 1 I 
st 3) (/3-45(V3-47)V3T 9 § (V3 4 4V3 1 6(V3 -t 8) (V3 -k 5) 7 
3y3-4 6 1647V3 34411V3 

2.46 2-2-4 EGE i 


Íge 5) (V3 4 92(V349(V34 10 jj (V3 1 6) (V3 -- 8) (V3 -- 10) (43 -- 5] : 
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18. Tekintsük a 


; PV 
Z GE ENG ELNE tie mizte e kem 


[/ 


sort, amelyben P(x) egy legfeljebb (k — Bi FESÉBST polinomot jelöl; a egy 0-tól és a negatív 
egész számoktól különböző tetszőleges valós számot, tj, ts, . . ., tk pedig k darab egymástól 
különböző természetes számot jelent. 


Jelöljük továbbá a 
P(n) 
(a - ty tn) (a 4 te - m) . . . (a - tk tn) 
tört részlettörtekre bontásakor fellépő k darab tört számlálóját rendre CJ, Cg, Cs, : : , Ck-Vval, 
azaz legyen / 
P(n) mir s Cs 
(a t-t; -b n) (a 4 ts tn ...(a tk -Hn) 2 adttohktn " 
Igazoljuk, hogy a megadott sor konvergens és 
an (at t-t n) (a 4 te--n...(a ht tk-n 
ÉS. ig 3 1 r8 1 b3 kh ] ] 
sz — 2 s]; a-:1 BESERE BÁ 9... . ( 


19. Igazoljuk, hogy az 


18 38 53 e (2n4 1) 
sa ss áje ess te S ÜÜJEz  e 
W44 344 5634 anrA 4--(2n-k 1) 
sor konvergens és összege 0-val egyenlő, 
8 B ] 1. Határozzuk meg az 
l 1 1 kez 1 
1 — — sezzászeztöseszi ——t...: — 1)n . 
"Tk lmk GG az FETT 


sor összegét. 


Megoldás : A sor a Leibniz-szabály értelmében konvergens. Összegének számításához 
az : 


8 xx as x2n--1 
xX — FIL Sá - vangjés 2 ÉSA mil 


sort célszerű összegeznünk. Differenciálással ugyanis az 


ll — x? 3- x! — TF... s D(— Dr an 
n m0 
sorra jutunk, amelynek összege 


s(x) — és 


TT (lx]c1 


PÉLDÁK ÉS FELADATOK : 4. § a) a)—8) 2. 123 


és amely az 1x]: 1 — e közön egyenletesen konvergál (e 5 0, tetszőleges). Így 
dx , 
. - ArctgxtC (halx] 1) 


2-Ert-r.es[ d 


Az x zzz 0 helyettesítéssel 5. 0 jjltsi Így: 


Í a 
-ztz ntgy— bes — limAretgx "4? 


xO1—0 


vi ; ; xx d 5; 
minthogy az Abel-tétel értelmében az x — E -k vs T ..s sor összegfüggvénye az 


egi 


1 l l A 
x — 1 helyen balról folytonos, ha az 1 — 9 -k ZEEEIÉ 7) E sss sor konvergens (Il. a3. § 


7 
bd) 11.f eladatát). 
2. Határozzuk meg a 


s 22—DI! 1 e, 2n—-DI! 1 
2 (2n il  2n ze, (2nill 2n-1 


sorok összegét. 
Megoldás: A 
€ (2n—-1ilse 
bh" ( — em xan 
ám (ni T 


sorból egyszerűen (ti, integrálással, illetve x kiemelésével, majd az így kapott sor integrálá- 
sával) származtatni tudjuk a 


(2n— DII xönt . er (2n— 1)1! xan 
53 emit agyas 0988 Be (2mIT 2 


n7-1 


sort. Minthogy mindkét sor konvergens az x — 1 helyen, azért az Abel-tétel értelmében 
az utóbbi két sor összegfüggvényében a az x — 1 helyettesítést elvégezve, megkapjuk a kere- 


2n— 1 
sett összegeket. Elsősorban tehát a S TT x":n sor összegét kell zárt alakban 
n-1 
felírnunk. De 
(2n— DI! — 1:3-5-7...(2n-D 1 3 6 0 22—1 17 Meg ti 
(2n) 11 2-4-6-8...2n 92 z 2 2 Ezgperést 4 


és így 


1 ji 
(2n— 1) !! ci —-I , §[l-- 
Se (2n!l "- S ml asd 


n-1 ns1 fal n 

090 l1lV. al I 
-ál (—xjn—1—(1—x) ? 1-5 — I, 
nmo0 n ) VI — xi 


hacsak ][ x] a 1. De akkor 


S (2n— LYI! xan e í ) i 
ázi  (2nill 2n64L Tá [docAuthor] x-C 
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hacsak [x] S 1, minthogy a hatványsorok konvergenciaközükben tagonként integrál- 
hatóak, az Abel-tétel szerint pedig az összegfüggvény a — 1 helyen jobbról, az 1 helyen 
balról folytonos, ha a sor e helyeken konvergens. Emellett 


e. (2n— 1) !! l 1 S 
TERE JÉ x2n—1 — Fil — r (IxtdS 1), 
n7]1, ( ny!11 VI — x NI 
és így X 
2n— 1 11 im - 1 
ee 1) j a (2 : — 1[dr-n —— xb 0, 
megse] (2n)ll  2n x LVI — xi 1-R VI — xi 
Ela zza izé hacsak [x]S 1, 
l -- VI — xi 


ahol az egyenlőség az x — -£ 1 helyeken az Abel -tétel következménye. A C, és Cs állandót 
az x — 0 helyettesítés alapján HatSFOSHATJUK meg: 


0—-073C, azaz C, — 0; 0-n3; is: cs— 2 
. a (2n — 1) !! ji . x 
Ezek alapján ————— — - A — ——-—-1 
z pj 2 TETJIT 27-i rcsin x 8 s. 53 ; 
2n—1 ! 1 2 
jos sé jeltszéle E ESÉS FSZRE RAS ZROSBBI INNESSSS 785) 
— (2nill :n 1 -- V/3 — 11-i 
3. . Határozzuk meg a 
j 1 1 1 egyi .1 
1 — — SZT EO zzezültssizi sz on —])nti 
2 ab 3 4 ÜL; sz A ) n 
sor összegét. 
4. a)" Határozzuk meg a 
Za 
meg (2n) ! 
sor összegét. 
4. b) Határozzuk meg a 
s 2n --1 
nza0 2n 


sor összegét. 
Megoldás : A megadott sor az 


yt) — DP (2n- 1) ant 


.n—0 ki 


1 I 
hatványsor x — 7 helyen vett helyettesítési értéke. Könnyen ellenőrízhetjük, hogy a sor 


00 00 08 
$ Megjegyezzük, hogy 2 Én h1)xn — 29 (n 4 1) xs — Ba xs, és az utóbbi két sor 
n20 n:0 HÜ 


i í 
3. 58 helyen vett helyettesítési értéke is könnyen számítható. 
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1 811 . 
konvergenciasugara r — 1; az x.— a helyen a sor tehát bizonyosan konvergens. A sor 


ilyen alakban írva: 
ag t ax rt ax Ft ss -HanxNn Pt sss 


könnyen látható, hogy a következő összefüggés áll fenn az egyes együtthatók között: 
da — 2an t an — (Zn t3—2(2nt1- (2n — DAE0 (na 1,2,3,...) 


Ez a tény vezet bennünket arra a gondolatra, hogy az ismeretlen összegű sornak 
és az ő: 
1:xx—2xi1l1 


függvénynek a szorzatát kíséreljük meg zárt alakban előállítani, A szorzatban ugyanis 
xni1 együtthatója: 


l1-dn41" 2an th ani 7 0. 


(ti. x?-et an—, xnt1-gyel, —2x-et anxn-el, 1-et pedig an4i.xnt1-gyel kell szoroznunk), 
Ezek alapján a szorzat 


yt)" [—-—2x71x]-—-—adt (az — 2 ag) x; 


éa 


x magasabb hatványainak együtthatója ugyanis 0. Így tehát 
y(xy"(1—2xHt4x)-1Ht(3—2:1)x—179dx 
lt x Hi l 1 x 


B ei eaz d, ESÉSE tg 2 
a keresett összeg tehát Söt 
Siena EB A EECÉNT 
rea T 2n V 1 
4 
5. Határozzuk meg a 
09 12 80 1)a 
És (n -t 1) és (n -- 1) 
n-0 2n n7-0 3n 


sorok összegét, 


6. Határozzuk meg az 


141222 baz JELHÁTT? tsz tüúgt42 4812 TH ses 


§ I 3 
sor összegét, ahol az FI hatványainak együtthatói között az az összefüggés, hogy bármelyik 
az őt megelőző 3 együttható összege, 


00 
" Javasoljuk az olvasónak, hogy az eredményt ellenőrizze a következő módon is : Bod Sárai 


2n 
li n—0 
s 2n 
wz Boz (2n 3- 1)x 16 1 . Ennek a sornak az összegét tagonkénti integrálással, majd differenciálás- 
nz-0 va 


sal kapjuk. 
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7. Határozzuk meg a , 
b (ast 1)" 
n-0 4n 


sor összegét. ; 
8. Határozzuk meg a 


5 Ze Özsz (ZnzŰ , 1 e (2n—-1!! 1 
FASZ SZÉld gek SEEN SFZSE o a dámébs ASSE ső 


sorok összegét. 
9. Határozzuk meg a 


sor összegét. 
Megoldás : Látható, hogy a sor az 
xn--i 


y(x) — az s 


1 
hatványsor által definiált analitikus függvény értékével egyenlő az x — 5 helyen, amennyi- 


ben a hatványsor konvergens e helyen. Minthogy pedig a hatványsra —1Sxc1il 
közön konvergens, azért y(x) explicit előállítása után közvetlenül megkapjuk a sor értékét. 
Az is látható, hogy differenciálással közvetlenül összegezhető sorra jutnánk, ha x hatvány- 
kitevője eggyel alacsonyabb lenne. Minthogy a sor így is felírható; 


yt) —x 22 
n7-1 n 
y(x) 


azért az 7 függvény is nyilván analitikus a — I 5 x — 1 intervallumon. Differenciálás- 


sal azt kapjuk, hogy 


dxl x doch A 1—x 
halx] C1. 
Ebből a differenciálegyenletből y(x) integrálással közvetlenül számíthatót 
" 1 
JT —— dx — —ÍIn(1—x) 4 C. 
x 1—x 
y(x) — — xiI]n(1l — x) 4 Cx. (——15Sxoc!]) 


: C értékét a jobb oldal sorbafejtésével és az eredeti sorral történő összehasonlítás alap- 
ján számíthatjuk: 


x x? 
— xlin(1—x) t1Cx——x —2—5— pee] re 
. x2 . xö xnt1 
ASE ÜLHET ÉREZ ET 9.009 


amiből C — 0. 
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Így tehát 


10. Határozzuk meg az 
2 3 


l ; , fi 
sor összegét, ahol az 27 hatványainak együtthatói a megelőző két tag együtthatóinak ösz- 
 szegével egyenlők. 


11. Határozzuk meg az 


sor összegét, 
Megoldás : A kérdéses sor az 


3 n xn— 
f(x) — tör ar teetdpi be 


hatványsor x — 1 helyen vett helyettesítési értéke (könnyen belátható ugyanis, hogy 
f(x) minden x-értéknél értelmezve van). Az is látható, hogy f(x)-et integrálva, a számláló- 
ban lévő tényezőktől ,,; megszabadulunk"; a tagonkénti integrálás pedig nyilván az egész 
x tengelyen előállítja f(x) egyik primitív függvényét. 


; x x3 xö xn 
FGJ—[fdacChp tag tagt ee ETÉDT asz) 


Ez már nagyon hasonlít az ex függvény Mac Laurin-sorára, 


2 3 1-k 
XP) —x [foddx—Cx bg Eg het 


(n 4 1)! 
1 AAL 1-0 —0)x- 1 — (I 
ta tx-i ate BET Te — (1 — )x — ex — — (1 — 04x. 
Azaz: 
— 1 
Fa 0; 
x 
f6) — FG) — sztébaá álá EZNtaitásztsztbk Jets 
x x X 
Így tehát 
f0 —1—- 2 3 n 
SA il GÜLAÉG ALT FENE HE HÉ TEVE TBÁLOÉ A 
12. Adjuk még zárt alakban a 
e xk 
pr? --a. ja steetzézz te 
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hatványsor által definiált függvényt, ennek értelmezési tartományát, továbbá analitikus 
folytatását, ha ilyen van. 


Útbaigazítás : Jelöljük a hatványsor által előállított (definiált) függvényt (amelynek 
közvetlen értelmezési tartománya, amint ezt azonnal leolvashatjuk, a —1Sx-a1 
intervallum) f(x)-szel. f(x) zárt alakban való előállítását úgy kíséreljük meg, hogy — köz- 
vetlenül kínálkozó módon — először olyan függvényt származtatunk f(x)-ből, amelynek 
hatványsora I 


x3 xt x8 


PB Vg Ae 


alakú; ebből tagonkénti differenciálással geometriai sort kapunk. Első lépésben meg kell 
áz tésá  értalságsa a kitevőket. Ezt úgy érjük el, hogy az f(z?) függvény hatványsorát 
tekintjük : 


28 23k 


1 28 
39 sz ee Ze szdttti ELESéz zs S — ls 
f(29) ) bg tog test zpeg Tés (——1sz oc1) 


A további részleteket az olvasóra bízva, a következő végeredmiényt kapjuk: 


6 


i 1 1t4xb hxh V3 3x3 
szdas Sola I E EE e EAN É 8 8 
mé Fé V -ZRen a Xh en B 1 
2 t- x3 


huj 


A felírt függvény az eredeti hatványsor által definiált függvény analitikus folytatásának 
tekinthető x minden olyan értékére, ahol a függvénynek értelme van, vagyis ahol 


1 2 
1-4 x8 3 x3 ÉT 
CENÖSSZENEN" Ta HSSESZEZ VIzői Ezé Eszlíljásr ő , 
T 02 5 0, ahol telál 14-x5 4 x3 20 és ugyanakkor 
1 — 2x3 4 x8 i 


1 
1 2 142 
Ész szet —) 
ie ár kö zív es zi) 0 
1 
Az első egyenlőtlenségben, majd a másodikban a E — x8 jelölést bevezetve, és az 
1484 58?-0, majd az 1—28§-4 §? — (1 —35)9?-0 
1 2 
egyenletet megoldva, azt találjuk, hogy 1 -- x3 -4- x3 


mindenütt pozitív, (mert 1 -£ § -t §8-nek nincs valós gyöke), a nevezőben szereplő 
ka ka 
l — 2x3 3- x3 
kifejezés pedig mindenütt nem-negatív, az x — 1 helyen 0 hellyel. Az x — 1 hely kivé- 
telével tehát a felírt f(x) analitikus mindenütt. A — co — x a 1 szakaszra -közvetlen 


módon végezhető analítikus folytatás, az l a x Z oo szakaszra viszont csak úgy, ha a 
— 13x c 1 szakaszon zárt alakban is felírt hatványsor-kifejezést úgy alakítjuk át, hogy 


1 
az 58 hatványai szerint sorbafejthető legyen, 
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ket ék dekát még zárt alakban a következő hatványsorok által definiált analitikus függ- 


T3 satezgő ter 


Mely intervallumokon folytathatóak analitikusan e függvények? 
44. Írjuk fel az alábbi sorok összegét : 


ster l ri 1-3 d; 1-3:5 F8 
5 "94" g-ácB " Hráryag "1" 
eséb 1.3 6; L-3-:-5-7 si; [23-57 :Ösii üj 
2 2:"4:6 2"4:6:8:10 9.4:-6-8:-10-12- 14 ... 
l 1: 3 56 1-3:5-7 T43:5é7.öéli 
2 939.4-6 2.4-6:8-:10 2-4-6:8-10.12-14 — e. 
í ét Bag ő seen , 
— B 7 11 13 17 0... 
EE s ő -k 
he 5 7 9 11 9... 
1 Ede 3 LON ÉRÉsZ ÉLES 1 
2 2 4 a " gzácg a 
ft l 1 l 
SZÉ TOTRSÁC ETTSZ T PETE — e tkHht sss 


. 5" 33 7" 3 11-35 13" 38 


Tr] 1. Számítsuk ki a 


2 Ta 
gor összegét (k egész szám). 
aj vig dlsztái A feladatban a Bex(x) Bernoulti-polinomra a következő összefüggést 
találtuk : 
(—1)k—1 b. 2cos 2nnx 


TANI Ni (2 nyak nai nak 


9. 


Az x — 0 helyettesítéssel, figyelembevéve, hogy B3r(0) — ert [ kapjuk 3 


: Bak (—1)k—i ZT 2 
(2k)! (2 nyak am n:k 
9 Műszaki matematikai gyakorlatok — 44231/V.IL 
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Ebből 
09 1 Bon " (2 nyak Bor) "(2 7y2k 
DD — z (— 11-i Be én Lsd LÁB Szt totó 
e 2: (2h)L 2(2k) ! 
2. Számítsuk ki az 
1 l 1 1 hi 
akt akt öz tgk tett gk Tt 
sor összegét, 
3. Igazoljuk, hogy 
1 1 l 28k 1 
-b d4- — -k 90.6.. e S Ba ] , nak 


g32k 52k 
4. Számítsuk ki a 


Tt zn -p 1)2k üzzé a 2(2k) 1 


o 


l 
2 ( va eNNÉSET n:k 


sor összegét az előző sorok segítségével. 
5. Írjuk fel a nagy átrendezési tétel segítségével az 


l 
ye — 1 21 S EE 
v-—] y 


Mac Laurin-sorát és igazoljuk, hogy megegyezik az x ctg x függvénynek az A. VIII. kö- 
tetben talált sorával, azaz 


i He 
1 2 x? — ——— e EZ xctex 
9 SRE (gajó 98 


(halx] 2 a). Igazoljuk, hogy az azonosság x minden értékére fennáll. 


6. Igazoljuk, hogy — egyforma széles résekből és elnyelőkből álló optikai rács esetén — 
a HEZ EGENSSB energiája, . az HÉELyelt energia és a beeső fénnyel érkező energia egyensúlyban 
vanna 


Megoldás: Az elnyelt energia nyilvánvalóan 5099-a a rácsra érkező energiának. 
A hullámoptika szerint a direkt képre eső fény amplítudója (direkt az a s gk amelyet a geo- 
metriai optika szerint kapunk) fele a rácsra érkező fény amplitudójának ; az elsőrendű 


elhajlási képé —-szerese. Párosrendű elhajlási képek nem jönnek létre. A (2 n -t- 1)-edrendű 
IT 
jl . s 
elhajlási kép amplitudója —————  -szerese a beeső fény amplitudójának." 
. (2n-t-1)a I 
A beeső eNesStét ki tudjuk fejezni a beeső SÉRE E ÁSR TER ENÉNZ 4-val : Esze — 43. 
Az elnyelt energia :. 1576 A direkt kép energiája : 5) a FT Az elhajlási képeké : 


s z ;  EZZZZÜSrEz] ZEN SEÜSEEEZEZEN STT ENE TGÉTEzÉi 4 
Ba. 2 E : 3. 2n TÉDTz az g 2 ÉnFDz 


s: L. pl.: Joos: Lehrbuch der Theoretischen Physik c. könyvében. Drittes Buch, zehntes Kapitel. 
£8 .A 2-es faktor azt jelenti, hogy két darab elsőrendű, két harmadrendű stb. elhajlási kép jön létre 
a direkt kép két oldalán. 
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Az utóbbi sor számításánál abból indulhatunk ki, hogy 


tizedét! en n? , 
ám n 6? 
ez a b - maz le formulából azonnal adódik k — 1 helyettesítésnél., 
j ag ra s al 1. n3 
ZGmT fm iÁm a 


Ezzel az elhajlási képek összes energiája : 


sz ni? A? 
Eua— 2 E —— — —m— , 


Az energiamegmaradás törvénye tehát itt is érvényes. A beeső energiának pontosan fele 
Km KELT ÉPEST egy negyede a direkt sugár energiáját, egy negyede az elhajlási képek energiáját 
szolgáltatja. 


7. A szinkron motorok mágneses légrésszórásának számításánál szükségünk van a 
következő sor összegére : 


j oo 
ttz seta .tiz tarts S 


es tn jelenti az n-edik olyan természetes számot, amely nem osztható sem 2-vel, sem 
-Mma . 

. Számítsuk ki a sor összegét. 
8. —  " Igazoljuk, hogy az 


j 1 1 L 1 a 1 
Rég -H ASZ ús ezett ét EZZEETESEG TE ... EC SKESETÉ ZTZZZEZE TT 
X kj áh ey ee ay MET kj 
ar Jn X 
- -k . s , S — ctg ÜZE 
j y , y 
azonosság érvényes x és y tetszőleges értékénél. 
9. Számítsuk ki a 
——— és a NN KET 
2 TT! Z GET 2 TaTTi 


sor összegét. 
10. Állítsuk elő zárt alakban a 


2, (—Dr(2n4 1) 
Bea (2n -t 1)2 — az 


n-1 


sor által definiált függvényt, és adjuk meg az értelmezési tartományát, 
9: 
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Megoldás :? A sor a 
00 
ba d sin ax 
2 3 
nel n — 


IT 4 
alakú trigonometrikus sor helyettesítési értéke az x — 5; helyen. Könnyen kirnutathatjuk, 


hogy a felírt trigonometrikus sor egyenletesen konvergál minden olyan zárt intervallumon, 
amely nem tartalmazza a 0, --2 x; 3-4 x; --6 se; . ,. . helyek egyikét sem. Ha tehát a nem 
természetes szám, (illetve annak — 1-szerese), folytonos függvényt állítrelő ezen interval- 
lumokon, illetve iiyen függvény Fourier-sora., Mindenesetre páratlan függvényé. A kere- 
sett függvényt sin kx-szel megszorozva és a (0, nx) szakaszon integrálva (így kapjuk ti. a 
k-adik Fourier-együtthatót; 1. az 5. § b) 8) részt) a fentiek szerint 


k . C 1 1 
k? —azzirazt — 1 


-t kell kapnunk, ahol C bármilyen k-tól független állandó lehet. Ilyen függvényt azónbati 
könnyen találhatunk. Hiszen 


C : 


cos(ktajxii  coskz:cosar—1i  (—I4cosar—1 


") sink Faxd— ——— kdza ő 
0 


Tehát a keresett függvénynek olyannak kell lennie, amely sin kx-szel szorozva, eredményül 


C, (sin (k -- a) x -- sin (k — a) x] 
t ad. De . I 
(sin (k -- a) x -- sin (k — a) x] — 2 cos a x sin kx. 


A ke asl függvény tehát a cos a x, pontosabban — mivel páratlan függvényt kell keres- 
nünk — az i 


—Ccosax ha—zsezxcec0 

0, ha x — 0; t g; t1T2n3oes 
f(x) — 5 3 
C cos a Xx, ha0OCcxan 
f(xt-2kn) köz 3-1; 32543; . ss 


E függvény Fourier-sora (ha a. nem természetes szám): 


6. 10. 
T—- adnak ha a sin 3 x -k szasinő xb ss] -k 


: S B 
aze sin 2x hez sin dx b s sej 


: Szisztematikusan — de az itt bemutatottnál komplikáltabb úton — így kellene eljárnunk: 

Az adott Fourler-sorból és annak formálisan FO egér differenciálhányadosaiból, illetve primitív függvé- 

nyeiből megkísérelünk olyan kifejezést összeállítani, amelynek együttható-sémája egyszerűbb, és így 

ivézán Br eny zárt alakban történő előállítására. Így pl. f-fel jelölve a keresett függvényt, a formálisan 
peze i 


f tk af 
6 
kifejezés Fourter-sora: f" TF atfa— VI nsinnxoag. g második primitív függvénye már elő- 
nmi1 


állítható. Ebből kétszeri differenciálással származtatva 9-t, és a differenciálegyenletet megoldva, szintén 


HISEKÁPJUK a keresett függvényt. Konvergenciavizsgálatok helyett inkább sorbafejtéssel ellenőrizzük az 
eredményt. ; 


PÉLDÁK ÉS FELADATOK : 4. § a) y) 10—13. 133 


Ebből már könnyen kapjuk, hogy 


I 
. — COS a — 
seper r b ESEK a , DESSA 
ITU ad jelgtt alga sál ee] 2. 2cost a 4 cos 5 
Így tehát 


§(—Dr(2n-4kD mz ! 


IT 
p (2n-412—x2 4 TT 


ns 


N 


11. Az előző feladat eredményét és a nagy átrendezési tételt felhasználva igazoljuk, hogy 


(—DE oka c. (-De 
Ex Ztt RB! 2 ZT ETET" ő 


12. Határozzuk meg az alábbi sorok összegét : 


a (mm 1 
2 NT 12k-H1 " 2 n(4n? — 1y? 

15 . 35 58 — §(—Dr(2n42) 
ee ala za Mr OG ED e 
1 1 fgsésző Dzs az 
1(15--4) , 3(31-44)  5(5t-- 4) Tés 

1 1 1 


(4:-1-41I 24-2-31) 75 34-38 HD José 


at l 
Be n(4 n? — 1) ü 


n-al 


13. Egy ! hosszúságú, kéttámaszú: tartót az alátámasztástól c távolságra P koncentrált 
erő terhel. Számítsuk ki a munkatétel alapján" a rúd rugalmas szálának egyenletét, illetve 
a lehajlást a rúd közepén, ha a koncentrált erő ugyanott támad. 


Megoldás; A koordinátarendszert így vesz- : 
szük fel : A rugalmas szál egyenletét y — f(x)-szel 
jelölve, e fü y[0,71] intervallumbeli szakaszát 
egy 2 ! periódusú páratlan függvénnyé folytatva, e 
függvény Fourier-sora : 


f(x) — s bn sin nT x, 


nz1 


8, ábra 


$ Az itt közölt feladat egyszerűbb módon is megoldható. A munkatételt inkább olyan feladatok 
esetében szokták alkalmazni, amelyeknél egyszerűbb eszközökkel nem érünk célt. Ilyen feladatoknál 
viszont a kapott sort nem lehet zárt alakban összegezni; ezért választottunk olyan feladatot, amelynél 
(ha a munkatételt alkalmazva komplikáltabb ís a megoldás, mint más módszerek esetében) be tudjuk 
mutatni a megoldás általános módját. 
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A lehajlott rúd rugalmas energiája : 


v 


l 
E"I( ,,, vel nt 
V — me J! 2(x) dx — ——- me nb? , 
0 
(formálisan). A rugalmas energia megváltozása, ha a rúd alakja elemien kicsit változik : 


a Elnt 
4V — 3mh- 3 TT n ba " Abn; 
ns 


ugyanekkor 
art u 
. 4V-P:45§-—P 4b, "sin n— c, 


ahol 4s a P erő ,,alatti" elmozdulását jelenti a kérdéses keresztmetszetnek, Ezek alapán : 


e Ela I 09 ő aj , 
s 5. nt ba 4tn — ZD P:sinn-7cAbn. 
n7-1 n71 


Minthogy ez az egyenlőség 4b.; Abe; . ... bármely értékeire fenn kell, hogy. álljon, azért 


EI nt 

9 18 mbn-PsinnTe (n — 1, 2, . a. .) 
5 2P? 1 gi gs 

s —— "— "sin n— c, 

ESET sá ga 7 


Ennek alapján könnyen ellenőrízhetjük, hogy eddigi számításainak nem voltak formálisak. 
A rúd rugalmas szálának alakja pedig 


0, ha x— 0 
os n 8 (x — c) — cos n(x te 
Fo) S ed Höeitia a xs PU er [ l 9 
megint n: l Z EI ni ám ni 
ft(xtk2D; kz— 41;32543;.., ha0 cx xI, 


A sor összegének előállítása céljából először az N-edik szelet negyedik SErINetJet adjuk meg 
zárt alakban : 


sinn E 2 e tosír b D) - 
Sa E E e een eg a key tesi 
EI1 s xX— c 
l 2 
.sinn-T s cos (Aa HJZÉSSE 
i PEPNASZE ss taa j 
2 


Ennek alapján ös 
fe — lim [S dx — 57 (0 4 (9) - A, 
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ahol 


0, ha x-—c 
( T- 
TE EA ez 
fh) — sz " ha cZxacr2l; 
j f(x th k2D; k — 1; 2; 35... 
"(0 h x—-—c 
159 
xx öne—— ! ——am 
fax) — - sé ,hah— ecdCdxTd— c732Zl, 


2 
f(xtk20; k — 13425... 


A még hátralevő számítást, azaz a háromszor egymásután történő integrálást és az integrációs 
konstansok megállapítását (ami pl. annak GE YELÉRLEEVÉLKSÉV E történhet, hogy a függvény 
páratlan és legalább kétszer folytonosan differenciálható, hiszen a Fourier-sor együtthatói 


I I 5 
EZ nagyságrendűek az olvasóra bízzuk. Ami a feladat második részét illeti, a speciális 
Z je 
C s —, x 5 5i esetben a lehajlást akár az előbb ff-ra kapott végképletből, akár pedig az 


2 
aa 2Pl 
f 1(x) — S ererm san Tesian T 3 


képlet alapján számíthatjuk helyettesítéssel, Az utóbbi esetben : 


l Z sgztő 2 PI? 3 
akt —- — mz —Íl —. (1 9n-l (e —1 mg 
T ! 2! 5) 2 ETAEn Ti L)n ( 1)n a 


s ll 2PW b. 1 ba l 
Elm! (2n —1) Elm] 6 n 1-1 (2 ny 


2 Pl IY 81 156 PB IB]-(27) 
Br il c P-ás 8 Elm 2:4l 
15-16: a. . PB 
80 PE 
—  8.2.24-EI-m — 48EI" 
ö ] . . Igazoljuk, hogy 
HST EE SARTRE TA S FESE 18 SEPEÉN S MERELERES BREKT EE SSEES LEK TRBERS 3 
2 3 .6.. m mi 1 m72 9.0... 9m 2 9.0... 


(1 1 1 (1 1 
Vage a ama mag tet EN FDm ari tos  Iinm. 


2. Igazoljuk, hogy ke 


jessze ges s in 3 
2 3 4 5 gk 064. MM II 8. 


136 — 4. §. A SORÖSSZEGEK SZÁMÍTÁSTECHNIKÁJA 
. Megoldás: Jelöljük az itt megadott sor n-edik szeletét sa nel, a harmonikus sor 
n-edik szeletét An-nel; azaz j ú íj ű 
— Ji mű kező 9.0... zs 

ha zt 2 -K 3 eF tk űj , 

és 
1 : ő usd si t : 
$n ts 9 3 0... n e 


Mivel n értékétől függ a legutolsó tag előjele, azért célszerű lesz Ssn, illetve Asn-nel szá- 
molni : 


fs 1 2 1 4. 1 2 s 
$an — IE Ér viszel 7 VÉGE Sá iblsaá E. ZÁ BATES 372 —1 Rátz 
1 .1 1 3 3 3 3 
sz l ER Hegy ... eggs ette to szz álta sz ztesztüzssátíez ászt e ..—— zh LE . 
tatztT Mega gp eng vig 3n " han 


Ismeretes, hogy hzn — In 3n -- ősn és han — Inn -t ön, ahol Ösn és őn monoton 
csökkenő számok, amelyeknek közös határértéke : C (ún. Enuler-állandó). ősn € ön s 1, 
így I Ssn — ön] 2 1, és lim ] Ösn — őn ] — 0. Ennek alapján : 

A. j neo 


n— oo nes 


n— oo n—3oo 


Igazoltuk tehát, hogy az eredeti sor szeleteiből alkotott sorozat egyik részsorozata a 
in 3 értékhez konvergál. Ha a szeletek sorozata (azaz a végtelen sor) konvergál, csak ehhez 
a határértékhez konvergálhat. Minthogy azonban 


1 
S$zsnt-i — Ssn — snÍI1 5 0, 


azért az (San4-1t részsorozat is konvergál az (Ssnt részsorozattal együtt, éspedig ugyanahhoz 
a katáretséttek, Ugyanígy (san) ; 


1 j 
—— Fe — 
3n 1-1 Tr 3n-t 2 
tehát az (S3n4.a) részsorozat is konvergál. Konvergál tehát a 3 sorozat egyesített sorozata, 
az eredeti sorozat is, és ezzel a bizonyítást befejeztük. 


3. Rendezzük át a 


$S3n-ta — Ssn — 0, 


c 1 
sz E eg 


sort úgy, hogy a tagok előjelei változatlanok maradjanak, és annak a valószínűsége, hogy 
pozitív tagot találunk a sorozatban, ha azt minden határon túl folytatjuk, legyen v. 


Igazoljuk, hogy az így átrendezett sor összege 
v 
s-1n/2 
4. Határozzuk meg az 
l 1 1 1 


1 1 
ls ezeti ése s Sb Eat tizését AZza Vat felei peltee e ENAZEB — 1)933—1 
I 2 atz t7 8 ot T ss tt (—1) 


1 


3.1 — 2 1 


Tr kenéz lű 3n—1 


t 


a. al szé. als Tt ose 


37-41 
sor összegét, 


5, 
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Határozzuk meg az 


sor összegét. 


6. 


7. 


8. 


9. 


zá Sv E steetamemter 
KE ESÁSEK FÉLEK 
9 14-i atintip tam tie sa tag tte 
1 1 1 1 St NE 
ZÁ T sát TÜGLES 7 TVÁHÉK 7 ÁNÖSSRÉG HÉT Aa VEG HL ÍEzE s HÚ össz t 
4 (— se —— 4 (— Jön REN 
Bn - . 1) B ganz 906006. 
Igazoljuk, hogy 
2 (—Da n 
szda 2 gs 
Zsnri 3 3437 
va (— 1)? 
s a IE 312V2 
ezen [7 3-In(3- 2y2)] 
Igazoljuk, hogy 
1 1 §; 1 É5 vi 149 
a) ge za 8.9 T5-6-10-TI ee 66 "6 
ő 1 1 p. 1 8 5  1n2 
) 1:-2-4-5 3-4-6-7 " 5.6.8.9 ese gy 6" 
j 1 É ég I 82? 
Tsa Za " Beg-7eg " ION) gp ag 
1 1 V3 1an3 
KÁGVTYE TEST TÉLÁG FEET dt ÜSS ÁE Vé 
Igazoljuk, hogy 
ő 1 8 1 FNNEK. YT 1 
1:2-4-5 " 3-4-6-7 " 5.-6-8.-A 1" 36 
IJJET AVENE TEESZENE EK BENE ESE EK NEKSBEE ESZE 
Té2é3 "3sdeb o Babeg IRT 
l E ge Ó EE KEMTES 
KGEETE ET TET SA TT ET GSM ÁG at zó öl ua ai 


hd 


Számítsuk ki a következő sorok értékét : 


1:2 
1-3 


1:2.3 


t ——— —  t see rt 


a) 1:3:5 (2k 


— 1)!!! 


k! : 
-K 04. 
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9 KYD 1 1.2 1.2.3 
V ZGKEDI ratETetegeTtet 


e (kD 1 1:2 12.38 
c) KEZNEL ETT TE z ZET ARE] 3- ZENET HASZESETE SZET ÜNESÉTSEZT 2 0.60. 
A (0k-42l! 2:-3-4 3-4-5-6B  4-5-6-7:8 
Üs í i w 
87 sz n(4 n? — 1)? 
veg 1 
fo. SRMSMZSÉSRB 
e) át 2n . n? 
1 1 1 aj; 
1) ál vágna ús 10 9... 
1 l 1 saE S 
g) — s; Ta 13 ... 
10. Vezessük be a következő jelöléseket : 
1 2 n e. ezi n! 2 
E E — EE illetve . F assz [—E a? , sz 1, 2,3, ., , .). 
új 2 ú ez (Pp -k n) ! GP jdl 


Számítsuk ki E,, Ez, E2, s : s , illetve F,, Fo, F s, : , : értékét, és kíséreljünk meg rekurziós 
formulát adni az (Ep) illetve (Fp) sorozat képzési szabályát illetően. 
11, Határozzuk meg az : 


l n . pkn . gkn. 1 L . 
sz sin — :" sin —— - " ——— " — —— 
3 " na 1 Pe "n t 1 i n--1  shügz  elm—Dök ; 
S 
számsorozat határértékét, ha n— oo, Itt Ük a következő egyenlőség által van definiálva 3 

h Ük ; k an 

$/l — — Sí —— — 

2 2(n -- DD" 


míg az l, m, p és g számok n-nel együtt a végtelenhez tartanak; éspedig jelentse 


Z 
l azt a legnagyobb természetes számot, amelyre még 0 c 8 Z x, 
at 


. , I , m 
s. m azt a legkisebb természetes számot, amelyre még 0 ES n? 


p azt a legnagyobb természetes számot, amelyre még 0 c E y ; 


g pedig azt a legkisebb természetes számot, amelyre még 0C ss 


, 


so 


ahol x 2 § és y — 9 rögzített számok. 


. Megoldás : Az 1. § c) a) részben láttuk, hogy ilyen típusú feladatok esetében néha 
helyes eredményt kapunk akkor, ha először az összeg tagjaiban végezzük el a határátmenetet, 
majd a tagszámot növeljük minden határon túl, azaz az összegről végtelen sorra térünk át 
(ahelyett, hogy a, feladat előírta módon a két határátmenetet szimultán végeznők). Azt 
is láttuk azonban, hogy így igen gyakran helytelen eredményre jutunk, tehát szigorúan 
ellenőriznünk kell, hogy a határáttmmenet-sorrendek önkényes megváltoztatása jogos-e. 
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Az, összeg tagjait tekintve egyéb een azt is láthatjuk, hogy értéküket akkor tudjuk könnyen 
becsülni, ha k még sokkal kisebb, így 


ÜL SÁKSÍ lta eds Sh ze éz 
szé sük MC ETGTÉN 241) 2n3 1) n-4l? 
de j 
Ü 2arshsi ói s 2arsh pest 4 z éa ; 
z— Tr SI Sin — START SKAN z ESZES ASE SES 
5 2nT4 1) n-i1 nk1 6(n30D 


Megjegyezzük, hogy az alsó becslés nagyon durva, ha k s Vn, és n már elegendően nagy, 
ezért erre az esetre pontosabb becslést is levezetünk, A sin x függvény hatványsora: 


x 2 T2e Bi 7- , ,. . mindenütt konvergál és alternáló előjelű, továbbá tagjai monoton 


csökkenőek abszolút értékben, ha 0 c x 1. Így tehát 
sinxn rek ha0 CcxcCl., 
Ennek alapján 
Úr — 2arshsin le s 2 fin szt s HE B slás b. 
2(n -- 1) 2(n-tk1) 6 2(n -- 1) 
2 seen] — s) 
2(n 4-1) " 3 (2(n 4 1) 3 ((n- 1 
Végeredményben tehát 


sg 
n417 "T nal 12 


an első részében tehát először az összeadandókban végezzük el az na —" oo határátmenetet. 
Könnyen belátható, hogy l 


gk a case l . 1 szú L 
his dl gaz — —  — e 
98 AX1 shöz ka? 


kn izerT) 
n tl 


s 


. pkan ; i 
sin asnky nm, sin 
n-t 1 n -- 1 
mint n. Ha viszont k már nagy, akkor — mint könnyen beláthatjuk — a nevezőben szereplő 
elm—1)öx alakú faktor oly nagy, hogy az összeg ezen tagjai alig befolyásolják az összeg érté- 
két. Ez indít bennünket arra, hogy az összeget két részre bontsuk; az egyik részben szere- 
peljenek azok a tagok, amelyekben k relatíve kicsiny n-hez képest, a másikban a többiek. 
gy i 
i [Va] . pka . aka L 1/ 


sin sin hmm" —— mg PF 
nti n 4-1 nt1l shóúxz elm—Dir 


an — bn t ca; b, — 


Mindenekelőtt Úr értékét kell tudnunk jól becsülni. A Üx-t definiáló egyenletből 


ka 


Úr — 2arshsin —— . 
§ Xn F1) 


8 kn 4 
Minthogy 0 c k S n, azért 0 c aiD 2 : A sin x függvényre pedig fennálla0—xa 5 
szakaszon a következő becslés: : 


2. ; n 
zXxCSsinx cx, ha SX ga 


vb 


§ [Vn] jelenti a. /n-nél még nem nagyobb legnagyobb természetes számot, 
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ami a sin x függvény első deriváltjának pozitív, második deriváltjának negatív voltából, 
továbbáasin 0 — 0, sin 5 za 1 egyenlőségekből azonnal következik. Minthogy pedig az 


ar-sh x hatványsora: 
x3 va L:3 00 TMB. 
X—g3" 2.45 zi 


konvergál, hal] x ] ss I, továbbá alternáló előjelű, és tagjai monoton csökkennek ha0Sxs 
s Il, azért 


x3 
x— eg carshx ax hacsak O€CcxaT1 


(ezt az imént adott becslések alapján láthatjuk be), és 


m—I ú; 
elm—Dvix me" — e(f—x)ka, 


Így tehát an első része helyett a 


[val i 


dn -— pe sin knysin LÁLÖK TETTEST 77 


sorozat határértékét, azaz az . 
Los sinkzysinkzm 
nt — k:elt—ndka 


era — e— 
sor összegét állapítjuk meg. Ha itt felhasználjuk a sin a — —g— —— Sza Gós akkor össze- 


gezendő sorunk szétesik ZS (Ilal c 1) alakú sorok összegére, minthogy e74k — 
sz (074A)k, Az utóbbi sor összegezése céljából meghatározzuk az 


k 
mar —1isxc1 


c kzz 


függvényt. Minthogy f(x) — 


azért Tá zsef ezt — lex ca1) 
Ennek alapján j ; ú 


1 Ko tuz . Sin Er ka? ást iss 


NT kami 
A, 1— 26769: cos a (m — y) Tt ert 
4n 1 — 2 e—s(€—x) - cos x (m 1 y) - e—2n(f—) (5 x) 


Ki kell mutatnunk még, hogy ez egyszersmind 5 (an) sorozat határértéke is. an második 
része ugyanis egyenletesen 0-hoz tart, ha n — oo: 


éj BEN akm A ol vé 
nt] B 2-F1- sh öz — s ő ET ha ks (Yn), 


" L. pl. Bermant : Matematikai analízis c. tankönyve I. kötetében a 462. lapot. 
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és így 
. k 1 jh n 
Cn sza 1 sin sl s Sin 7 k 8 ETET E 77ZTT olv] 
Meet akt MEZES ln, SE ú 435 el" 


Vn : eV" pedig exponenciálisan 0-hoz tart. Azt kell tehát még kímutatnunk, hogy lim b, — 
nee 


sz lim dna, azaz lim (dan — dn) — 0. De 
n— oo nos 


LL Mad . pka mm gkz 1 1 
! n-tl n-t1 "sh ők  elm—lök 


l ésa 


(a Wa Las 
szdszt szü Dá T 
kh1 


ni n3 1 em—Dü (sh 0, kn 
kap . kga ntl1 1 l 
ös ntl hú nt1l kn [őre — gr] 
, kpa l n-41 . kam mi 
et sin egerem ő HEZOKA aes (in rök] — sin k 44) -- 


1 - 1] k 
BE GÉNE [in PT 


tSink x7 " BET EKENTTA pgya esni 


Az eddigi becslések alapján könnyen adódik, hogy 
ll  nHIJI.. (k Ly 
sh 0, ke [/ of) ii 05): 


ha k s Un, továbbá 


m—I 
. j 1 : ; en ús zés gén ő l 
e(m—Dök — 8(8—óka[ 7 szd érze 


sea) kn a NnÜk Vn 
ahol m 5 l, (minthogy az m és l-re tett kikötések értelmében 
ii ( m-li! 2 
n n 
továbbá Hi; 
k 
sin - ASE ES sin ky s Isola] 
nk 1 Vn 
(minthogy a p-re tett kikötés alapján 
E ssüjásás e B s Et E ez EZ tel (3) 
nt 1 MEdÉÉg egi gl ész za ár ÉS [at 
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emellett pedig 


I 7 
sin a — sin (e -k —) 
Vn 


a középértéktétel szerint), és ugyanígy 


Az Ibn — dan I] összeg értékét tehát az 
i [otym) — o(yn) o(inVn) 
nil é kk 5 n6Ll 


értékkel pébnáLt ső jéső (Az utóbbi relációt a Cauchy — Mac Laurin-féle integrálbecslés alap- 
ján kaptuk.) égül tehát 


. inn 
ggg ego 2-0 
. nt 1 Vn 


s így lim (bn jEZEzzti dn) —- 0, d: e. d. 
no 
e ] 1. Számítsuk ki 8 értékes számjegyre pontosan a 
pol 
n-1 n? 
sor összegét. Adjuk meg így a nr? értékét 8 értékes jegyre. / j 
Megoldás: A 


s : töRB 
mminntl 
sort részlettörtekre bontás után közvetlenül összegezni tudjuk? 


szi 1 a (1 L 
sz 2 
mannth . n nixal 


n7-1 


Tekintettel arra, hogy az utóbbi sor tagjai majdnem pontosan egyenlőek a számítandó sor 
tagjaival, érdemes az előbbit az utóbbiból kivonni és SZARERST újból hozzáadni. 


e 


— 1 : 1 só 1 
ES ezek 0 étaén OSSszszész uis 
za 7it2m 2ZITTD 


1 
-145 35-én] 4 EGT 


. 1 
Ezen sor tagjai sokkal gyorsabban [ti EJ nagyságrendben) tartanak a 0-hoz, mint az eredeti 
a 3 


Fa 


sor tagjai [amelyek —; rendben tűnnek el], ezért azonos indexű sormaradékaik nagyság- 
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1 k p3 
rendjében kb. egy ő) faktor szerepel. 8 értékes számjegyre azonban még az utóbbi sor 


alapján is nehéz számolni. Ezért ugyanezt az eljárást még megismételjük. Felhasználhatjuk 
pl. hogy 

1 1 

2 y 

n 


TEL "ag " 


3 TÖTT sz 


nz1 

felhasználva tehát a 6. § a) a) 11. feladatban ismertetett tételt; 
s l l u. l 

2 nntD)(n-2) 4 27 


1 bég 3 l 1 [- 
n-1 71 Ta mi n3(n gvÉN aa IGET Pr]  nín-FD(nFAD[/ 


L sz 1 
nt?2 nntU)(ntHt2" 


n 


szk 


sei 1 1 

ÉLET KRÉM 
"o 1 ezi 1 1 3 
Polsán ba MESÉT e álmeromra TESTEONT TÓ űl 


l 
sz ] 3! VERETETT YT EAT TEKERT Ti 
Ta il. s 2 tars 1) (n 3- 2)(n 4 3) 
Az eljárást ugyanígy tovább folytatva, könnyű belátni, hogy p lépés után a következő ered- 
ményt kapju 


hg 


a 1 1 iöó ji 
1 zz ] "... keze ji ZZESEG TENEEEE ESTENE SEEET TEZÜGEE TP EE OU KESEZE SET E ET SET EE zazát 
Erin T za ab zi gk tat? Bad) TNASAtE ZA Éezetest sé SÜSS) 


1 
Minthogy 37 — körülbelül 2 nagyságrendű (ost 5- — za sét rv 1,6, azt a 6.§ a) 9) 


L. feladatából tudjuk), ha 8 értékes jegyre kell a NEÉELERÉS számítanunk, majd ebből 
a 1?-et (amikor még 6-tal szorzunk), akkor 10—9 pontossággal kell az eredményt kiszámíta- 
nunk. Ez annyit jelent, hogy a . 


begő l 
pa n(nt1...(n tp) 


. 1 
sor összegét EY pontossággal kell közelítenünk. Tegyük fel, hogy az első k tagot 


kell ehhez figyelembe vennünk. A k-adik sormaradékot így becsülhetjük a 2. § a) B) 23- 
ban mondottak alapján: 
09 1 00 gi 1 


ÜL né? eiissszaszaz zegész és ár tetszetek S SSSZZ TI 
k : n-kri (nt h(nt 2) ...(n1p) ő 255 J p-42? 
2 
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tic: 


(p—3ji (9 —3 
4 


— 393 
níntp-nitnp: 155) -7sw0-3ne "ha 15 — gs 

i Ve 2 ezis 2 

Map D-m4p—Dnz( PF ha nz E 
és 
(1-tt59(n3Hp—s-1I)5 n§4s5-—-1h(ntp—5$5z.ss 
5 (nt h)(n14p— 25 n(n3§p-— 1. 

Így: 


5 2 
- 1 1 00 
Wii 1 : -——] pri — 31Pp-itil 
ELETE er2( 
k 2 
Így tehát ap — 11 választás mellett pl. kell, Hogy 
10—? 1 (p— 3)? 83 
11! j 12 :(k -t- 498 [ha ú 3 8 8 ) 


tegyen. sé ea némi prósálkozással az adódik, hogy a k sz 12 még nem, de k 5 183 már 
megfelel. Igy 


20 1 11 1 12 1 
— AY — tI1l! TT TTI — 1,644 934 07 
n5-1 n n—-1 n a kmi1 kik -k 1) ... (k a 11) 


és ebből x? zs 9.869 604 4, 
2. Bevezetve az , 
I van (—1)n-! 
$9—a SRE TES ENE ZAÉMSSS SZESZ ET SET 
di Z AGE) GÉPÉT 


jelölést, mutassuk ki, hogy fennáll az 
öpt2 1 peTN 
4pPt1) (P90 4 


rekurziós formula, ahol p valamilyen természetes szám. 
a) Igazoljuk ezt. . 
b) Határozzuk meg ennek alapján, hogy milyen összefüggés áll fenn 


$p-i Sp-a 


S1 ÉS Sak-tas illetve S, ÉS Sz 
között, 


c) Számítsuk ki e rekurziós formulák alapján 59, illetve S, értékét 5 értékes szám- 
jegynyi pontossággal. 


a 
v 
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d) A b)-ben levezetett rekurziós formula érvényese, ha a k 5 cc határátmenetet 


elvégezzük? Milyen új alakot kapunk így Sp-re? Levezethető-e ez közvetlenül is a Markov- 
féle sortranszformáció alapján? í 


" e) Számítsuk ki a 
2 5, 
D-0 
értékét 3 tizedesjegynyi pontossággal: 


Megoldás : ad a) A rekurziós formula igazolható az 1 feladat mintájára, 


5 B. ji 1)? 
ad b) §p—-, — pg , . PpeTV 


S 


—4p-4D Pp) 4 vedd 
e Gy I (PHDARD(p-3y § j- 
4(pt1 (9 4 4(p-- 3) [9p429!P a Nota 
5p-Hk2 1 5p-H12  ppil 


" 4911 09)? 4£p$43 [(PFDIP 


t D:(p-42:(p-F 3 
a PE e SénE ) " (p Sos sss 
Általában: 
ő5pt2 . 1 5p-F12 ?(p- 1 


4pátI GY 4(pi3 [(pP4rDIP 

5p-t 22 p(pt 1"(pP-t2(pt 3 sza egyél 

4(p -k 5) [pr se 
5p-t 10k3 2 

ák41(p 4 2k4 DD ; 

AE án RÁ TE E VALA tz JÉGÉSÉRAK Ő SL lazák ZA dása JA alá BRétez lotte! ela péöeákkst a MAP 

FESZESSB (pt 2!? j 


HRD...0PHF2R(0PTDIW-TBB.. (pH 2ki 1 
4 (—1)kti ESÉS EA EE Sze 


Sp—i - 


e 1e 


Ebből p — 1 helyettesítéssel kapjuk - az S, ÉS S2x3a; DP — 2 helyettesítéssel az S, 
és S2r3-s3 közötti rekurziós formulát, 


ad d) Az 
S a SH-DT6Pp- 1012) p : (p--D...PH2n— 2) (p--IY2..(pH2n— DDT 
0 4n4t1(p-3 2nt 1 [Dp4 2n)!P 
RÉ AB a ág Ke RAS eds málod toe AS da tál o KÉST la allel stsszől Új 


4k Sp-k 2k—i 


rekurziós formula k minden természetes értékére érvényes; a k 5 oo határátmenet tehát 
biztosan elvégezhető, ha az összegnek s van határértéke (más szóval a sor, amellyé az 
összeg válik, konvergens), és a legutolsó tagnak is van határértéke. Minthogy a bal oldal 
(ti. Sp—1)"p bármely természetes egész értékénél véges, ezérta jobb odalon szereplő összeg, 


10 Műszaki matematikai gyakorlatok — 44231/VI. 
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illetve C " Sp4.2x—1 alakú tag együtt konvergálnak vagy divergálnak. Elegendő tehát azt 
vizsgálni, hogy létezik-e, s ha igen, mivel egyenlő a 


.. p(PF2...(p42k—2(prD?...(p-4h2k—1) 
, dezés TSÉG ETT NEVE ZESEE ESETT STEELE SZE SSÉZE FESS N re Et TES Ég TT Sp-ak—i 
mennyiség. Minthogy 
p(pt2...pPpt2k—29(pt1D...pt2k—W ea 
2 (pt VD?(p 4 29?(p- 3)92...(p th 2k— 1D?:p:(pTt2k—1), 
s (—1)n— h 


Spkak-i 7 áz MINT VT NE p Ek ta pr ah 


(a Leibniz-szabály értelmében Il. a. 2. § a) y) 9. és 10. feladatát), azért 


. p(PbPtTR2...pPpt2k—2(pt1...(pt2k—1 
0 5 an EE SZZ gp Sp-rek—i 5 


it 1:P(p 4 1D?(p 4 22... (p-F 2k — D2(p-t 24k—D 


s 1 öéztlMÉstb E RÉS etet ÉL ző ERLZE st 


k—es 4k 18-22... p2:(pk 1)?...(p 3 2k — D2(p-4-2k)2 


A k - co határátmenet tehát a rekurziós formulában elvégezhető, és 


e NNA RT 


ú b . (— 1)n— 5p tk 2 1 
PE (ni D2...n3p—D? 4páD GW 


§ (—Dk(6p-t10k4 2 Pppt2...(Pt2k—2(p-it D9...(032k-1y 


Tt 2 KE px? KTD ((p-F2k)iy 


és igen könnyen belátható, hogy az utóbbi sor összehasonlíthatatlanul gyorsabban konver- 
gál, mint az előbbi. j 
: Az §Sp—a-re másodszorra adódó alakot a Markov-téle sortranszformáció segítségével 
is megkaphatjuk. Hogy általában a Markov-féle sortranszformációs eljárások szerkesztése 
tisztán álljon előttünk, megpróbáljuk megvilágítani a kapcsolatát azzal az eljárással, amelyet 
a 6. § a) e) 1. feladatában többször egymás után, illetve ezen feladat a) pontjában egyszer 
elvégeztünk (ti. a kapcsolatát azzal az eljárással, amikor az összegezedő. sorból levonunk 
egy olyan sort, amelynek összege ismert, és amelynek a tagjai ugyanolyan nagyságrendűek, 
mint az eredeti soréi).t Ez a kapcsolat egyszerűen abban áll, hogy ezt az eljárást Markov- 
age pskl tágas atás taláésési; esetén lépésről lépésre minden határon túl folytatjuk a következő 
módon : 

Az átrendezés négyzetes sémáját úgy konstruáljuk meg, hogy az összegezendő sort 
a bal oldalra írjuk, oszlopalakban. Mármost elvileg az összegezendő sor minden egyes tagját 
magát is végtelen sor alakjában állítjuk elő, és így rendelkezésünkre áll a négyzetes séma, 
Hogy azonban hogyan állítsuk elő az egyes tagokat sor alakjában, arra éppen az a módszer 
adja meg a választ, amelyet az előbbiekben tárgyaltunk. A négyzetes matrixot ugyanis most 
oszlopról oszlopra a következőképp konstruáljuk: az első oszlopba az a végtelen sor kerül, 
amelynek a tagjai ugyanolyan nagyságrendűek, mint az eredeti soréi, és amelynek ismert 
az összege, A második oszlopba az eredeti sor és az imént felírt sor különbségéhez konstru- 
ált azon sor kerül, amelynek összege ismert, és amelynek a tagjai ugyanolyan nagyságrendűek, 
mint a különbségsoréi stb. Ilyen konstrukció mellett automatikusan teljesülnek a Markov- 
transzformációval kapcsolatos szükséges és elégséges feltételek. 


a 


s Ez utóbbi eljárást nénányan Kummer-féle transzformációnak nevezik. 
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Visszatérve a d) ponthoz, Sp—i második összegalakja tehát valóban származtatható 
Markov-féle fragsztórrű dióval az első alakból, hiszen csak az a) pontban elvégzett műveletet 
kell — a b)-ben mutatott módon — minden határon túl ismételni, és a kivont sorokat kell 
oszlopalakban felírni. Az eljárás k-adik maradékösszege egyébként, amint az azonnal 
belátható: 


sag BT hee (ESEK ESETBE AT valt 2k — 1) 


Rk a ( ESSZÉ MESS Se e TE SEEK EKZTA 
amelyről a c) pontban kimutattuk, hogy 0-hoz tart, 
ad e) A 
2 Sp 
p—0 


összeg kiszámításánál először a konvergenciát kell igazolnunk. A Leibniíz-szabály értel- 
mében 
1 


0 ÉL ESZET e öezses zetét 
MELÉNÉTE ETETETT 
és így 
Ezt Te stl SZ e este ÉT e 
25 sé 12.22.,.(p4 1) 2 GYTI 6 " 


a sór tehát bizonyosan konvergens. 


3 Összegét igen sokféleképp számíthatjuk. A Markov-féle sortranszformációt pl. . az 
Sp-re definícióképp adott sorok és a d)-ben levezetett sorok alapján is alkalmazhatjuk. 
Legegyszerűbb azonban az az eljárás (tekintettel arra, hogy S, értéke a p-vel igen gyorsan 
csökken), amikor meghatározzuk azt az n, indexet, amelyre 


Bé 1 
fn, z szd Sp £Z 2. 10—3 
p — no --1 


és Sn,, illetve Sn,—1 értékét kellő pontossággal számítva, a rekurziós formulák alapján kiszá- 
mithatjuk az összeget. 


. 


Z2Z SazzS, S.-t S, E Szar 08986, 


n7-0 
Eredményünk 3 értékes számjegyre pontos, 
3. Tekintsük a 


d 


szítt ! 

n2 

sort. Adjunk meg a Markov-féle sortranszformáció segítségével egy gyorsabban konvergáló 
3 Jt 

sort, amelynek szintén fi az értéke, úgy, hogy ugyanazokat az átalakításokat használjuk, 

mint a 4. § a) e) 1. feladatban, de az n-edik sort az 71-edik elemmel bezárjuk. 


; o j! 00 
Utbaigazítás: A pi —; sorból levontuk az 1. feladatban a 0! . , azután az 
ási n dEzet] 


11 ——  —  — — , majd a 21 ——— — — stb. sort, Most is ugyanezt tesszük 
ZAREDGÉJ EZ EERTTEST 87 ; 


1 
de az egyes sorokban kerekítenünk kell. A matrix k-adik sorába az kit előállító következő 
10" 
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alakú sor kerül tehát: 


l 0 ! 1! 2 ! 
E KKED " TKEDETDJ) " KRIDETDJKID Te T 
(kk 2)! 
Tt KED ID ek n te 
Közvetlenül kapjuk ismét, hogy 
(k — 1)! 
kk REKED). EK-D" 
A transzformáció négyzetes sémája tehát: 
l (—)! 
1 l 
sz Sarz(t ar 
1 1 ! 21 
a (7) ZETT (t-) JAY VETT (--) ÖYHETTEN 
I l 2! 31 
rriledírer tlur er LV ET TT TE NMLNÉNET ETTE I 
1 L 1 2 ! 
ERED EDEN " KREDMi DM ea Te 
(k — 1)! 
eg FT) ék) 


Az oszlopösszegeket így csonkán is könnyen tudjuk képezni; ugyanis az n-edik oszlopban 
a következő összeget találjuk: 


(n — DI ése (n — 1)! 
nin 4-1) 1 ...(2n—1) 5 EZÉETETTETETT 1)... (2nt9) 


A S BENETNENEÉNE ESETE  RENASNE ERSTE 
1 (nt-9(ntst1)...(2n3- 5 
összeget könnyen meg tudjuk határozni a 6. § a) a) LII. feladat alapján. Azt találjuk, hogy 
ús l 1 
az nrt9lntHtsTF1...Onktd)  n:ni1...2n? 


és így az n-edik oszlopösszeg ; 


(n — 1)! (n — 1)! 
mnNFD...2n—-1) " nnF1)...2n—-D)2n 
— (14 2) —— SZ — gy zzz ÉDI 7 gt 
. 2 nnnin...(2n—-1  2n (2n—1D! (2 n) ! 


(n — 1)! 
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Ha tehát a maradékösszegek sorozata 0-hoz tart, akkor fennáll, hogy 


eri ál va [n—-— DI! KS 
—— —— —  —  — — , —z— 48 (5) ml 
FR 2 GmI SZEM SA 


. E mt ——— sr et ee — e 


EZ has kkTD — KKFDOTRDVRA 5 """ kíkHl)...(k45) 
Minthogy pedig 
; szöRRÉSENT8 ; Hb. szü ME a segg sb 
KED S KKED " KKEDEKFDAD "TT KKEDVD (kás) "5 ki? 
azért 


ágya 1 L 1 (s — 1)! j 


cs ar l 


és így Rx 7 0, ha k- oc; ag. e. d. 


4. Igazoljuk, hogy a 2. § b) 8) 12. feladatában bemutatott ún. Euler-féle sortranszfor- 
mációs tétel, amely szerint 


S(-ma- 3, 
n-0 n7-0 
o y 0 
[ha a ba (— 1)? ay sor konvergens ) érvényes abban az esetben is, ha a B (— 1)? an 
Ve 2170 n7-0 


sor csak formálisan alternáló, más szóval, ha az axr-nel jelölt tagok nem 15 mind pozitív 
számok. 


5. Számítsuk ki a 


S 
nu 1 n 


sor segítségével In 2 értékét 4 értékes számjegynyi pontossággal, 


Megoldás : A sor eredeti alakjában kb, 2 : 10 számú tagot kellene összegezni ahhoz, 
hogy In 2 értékét a kívánt pontossággal kapjuk meg. Megkíséreljük alkalmazni az Euler- 
féle transzformációt (ez jogos, hiszen a sor bizonyosan. konvergens), amely alternáló és 
monoton csökkenő sorok konvergenciájának sebességét (hacsak a tagok nem csökkenek túl 
gyorsan) általában növelni szokta. (Ha a tagok túl gyorsan csökkennek, akkor a differenciák 
relatíve nagyok lehetnek, és így esetleg nem nő, vagy éppen csökken a konvergencia sebes- 
sége ; ilyen esetekben azonban nem nagyon kell növelnünk a konvergencia sebességét, mert 
a gyors csökkenés miatt többnyire az eredeti sor is elég gyorsan konvergál.) 


Elkészítjük tehát a differenciasémáts; 


- 


(ag) (a1) (a 2) (az) (a,) 


1 1 l l 
1 zt — sz Bi HÉ 


2 3 4 5 
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(4 ag) (4 az) (4 as) (4 as) (A a,) 
[ l L l l 


— ZTE me —nze Leettttbeké KEREKET 90.60.. 


"3 3:4 4:5 b "6 


pezú 
[av] 
[s] 


(4? ag) (4" az) (4? as) (4? ag) 
1 2 1-2 1-2 1: 2 


Ezek szerint . 


.SCDR S h—Dt 1 
a ZSZ 3 ET tr 


n-1 n n7-1 


, 1 ; 
Az utóbbi sor gyorsabban konvergál, mint a 9 ja SOT. A sormaradék becslését az 


olvasóra bízva: 


Ji j 1 l l 
l 2 2 — EZ EEEZTÉ SSE TÁS L eTO 0.00... ETETNEK [oo 0 6931 
EÜ JÉST HÉT UA EGT ÉSA EST öné 
éspedig 4 értékes számjegyre pontosan. j 
6. Határozzuk meg a 
ur (Dr 
ng (2n1 1) 


sor segítségével T értékét 4 értékes számjegynyi pontossággal, 


7. Igazoljuk a következő összefüggéseket: 


ei 9 25 22 1 
EÁ ETET B di ET KEDKEBT 
9 133, 3.256 § 1 
stort 52 s58(s-4D3...(s-44j8 " 


zzttt ( 
és határozzuk mega 9 za Sor összegét 5 értékes jegyre pontosan, 
ni § 
l 


jj b. L (2537 se 
nőn-k 1) 2520 35 Ész k3 (k 4 1) (k 3 2)? (k 2 3)5" 


s t 
Számítsuk ki ——— 
: 2 PGTT 


sor összegét 6 értékes jegyre pontosan. 
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8. Bevezetve a 


jelölést, igazoljuk transzformációval a következő összefüggéseket: 


a tiz jn 78. 3 
a) 2 Sp beni 1. b) 2 Sap-ta ai 4 . c) Sap — 4 e 
p-2 p7-1 p-1 
l e 
p5-2 p-i ?P 
f) S(—Dpri fee zs ln Sezssinaatsá 2 a, 
—1 p 4 7 


9. x mely értékére érvényesek az alábbi azonosságok? 


a) 


Bisz k ü É 1 1 l 1 
nég x(xt1)...(x tn) a 


Bé keéselk 
b) ni 1-4 x2 6—2n te — x ht xi a. mié tet 
Be tágss 1! 4. 21 4 - 
c) x 2 x(x4FD 3 x(xtD(Gk42 A 
1 1 ji 
a mill te 


a GEN TKI 
Számítsuk ki az egyes sorok értékét az x — 0,1 helyen 4 értékes számjegynyi pontossággal 


10. a, illetve 8 milyen értékeire érvényesek az alábbi egyenlőségek? Mely a értékekre 
konvergálnak gyorsabban a jobb oldali sorok, mint a bal oldaliak? 


gen EE a(a t1)...(a-tk 


(—1)a 1 8 2! 8 V 
szazzzfjt sz sz sss: 1 SESS ESETÉN eoeESSÉ ES EEZES nesze EE e etess zett 
szen ön sa KLRNTÁGAÁRKÁSI 


31 
-k ee ee e e "(g —] k .. .] 
(at 1h(a-t2(atrt9) 18-41 
11. Mely intervallumokon érvényesek az alábbi azonosságok? 
Sat -e Sza. 0 S(-Dra it — TmzSttl- Jé 
nsc0 ni n7-0 n1 n70 n:-0 tx 


oo 


S(-Dk dagk xök — SRE 2 aA zo x héjú 
nm0 l 7 20 1 pp xi) 
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(— DK agy, xökt1 — ——— 9 Ara a] 
n7-0 VI 5 gi X 2-0 , 1 5ex "a 
x ús x 9 
KÉS zsé Fa Va VR ESEEKESETEÉS HÉT 
JE a) 


12. Rendezzük a p4 alakú hatványokat, ahol p és g 2-nél nem kisebb természetes szá- 
mok, növekvő sorrendben: 
a, — 2? — 4; a, — 29— 8; ay — 3? — 9; a, — 4? — I6; a, — 5? — 25; ag, — 3! — 2í;. o. 


; ú 1 ; as 
Számítsuk kia 9 , illetve a 9 — sor összegét! 
n—1dn-— 1 n-1 dn 


b) Aszimptotikus képletek, formulák 


Ezen a gyűjtőnéven egész sereg, a matematikai és fizikai-technikai problémák meg- 
oldására vonatkozó approximáló eljárást foglalunk össze. Ezeket részben szinguláris visel- 
kedésű pontokkal bíró függvények konvergenciaviszonyainak eldöntésére használjuk, 
részben sorozatok és konvergens sorok kapcsolatait vizsgáljuk ezek segítségével; talán 
legfontosabb szerepük azonban az, hogy divergens sorok nagy indexű szeleteinek jó becs- 
lésére alkalmasak. i 


"Ezzel kapcsolatban egy nagyon fontos új fogalmat is bevezetünk: az , aszimptotikusan 
egyenlő" fogalmát. 


Függvényekkel kapcsolatban a következő értelemben használjuk ezt a kifejezést: 


Az f(x) és a g(x) függvény aszimptotikusan egyenlő egymással az xg helyen (ez az 
xo hely jelentheti a -- oc-t, illetve a — co-t is), ha 


ia a 
X3 Xo g(x) 


Akkor érdekes csak persze ez az állítás, ha a két függvény határértéke az x, helyen 0 
vagy co. Ekkor az aszimptotikus egyenlőség azt jelenti, hogy egyforma gyorsan tart a két 
függvény 0-hoz, illetve o0-hez. 


Hasonlóképp: az f(x) és g(x) függvény aszimptotikusan hasonló az xa helyen, ha 


im 10) sz az 0, 
xx E) 


azaz ha a két függvény hányadosa itt egy 0-tól különböző véges határértékhez tart. 


Két sorozat akkor aszimptotikusan egyenlő, ha az azonos indexű elemek hányadosai- 
ból képezett sorozat konvergens és határértéke 1. Ezzel egyszersmind a sorok aszimptotikus 
egyenlőségét is definiáltuk: a szeleteikből alkotott sorozatok aszimptotikusan egyenlőek. 


Hasonlóképp: két sorozat (függetlenül attól, hogy konvergensek-e vagy divergensek) 
aszimptotikusan hasonló, ha az azonos indexű elemeik hányadosából álló sorozat konver- 
gens, és határértéke egy 0-tól különböző szám. Két végtelen sor (függetlenül attól, hogy 
konvergensek-e vagy nem) akkor aszimptotikusan hasonló, ha azonos indexű szeletei 
aszimptotikusan hasonlók. E definíciók alapján a divergens sorokat is tárgyalásaink körébe 
vonhatjuk, Egy divergens sor szeleteiből alkotott sorozat ugyan biztosan divergens, de ha 
találunk egy olyan sorozatot, amely aszimptotikusan hasonló a szeletek sorozatával, ezzel 
a végtelen sor szeleteinek nagyságrendjét jól tudjuk jellemezni." 


s Megjegyezzük, hogy ha két sor aszimptotikusan egyenlő, az azonos indexű szeleteik különbségéből 
alkotott sorozat divergens lehet. Ha azonban ez a jen ör é tája átal heg 0-sorozat, a két sor aszímptotikusan 
egyenlő. TT gyakran nemcsak az azonos indexű szeletek hányadosának, hánem különbségének sorozatát 
is vizsgáljuk. 
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Amikor elő kell állítanunk valamely függvénnyel aszimptotikusan egyenlő másik 
függvényt, ezt természetesen azért tesszük, hogy VES ázálé gi egyszerűbben végezhessük; 
tehát a keresett függvénynek lehetőleg egyszerű struktúrájúnak kell lennie. Ezért lehetőleg 


x, illetve 7 hatványaival, illetve polinomjaival hasonlítjuk össze a vizsgált sort. Jelenleg 


csak azt a két esetet tárgyalhatjuk részletesen — a későbbiekben természetesen a többi 
esetet is tárgyalni fogja a könyvsorozat — amikor vagy 0 a határérték, vagy pedig a független 
változó minden határon túl nő, Az első esetben az illető pontban felírt Tgylór-sor bármelyik 
szelete aszimptotikusan egyenlő a kérdéses függvénnyel Természetesen az egyezés annál 
jobb — amin azt kell értenünk, hogy a két függvény hányadosa annál gyorsabban konvergál 
az 1-hez — minél magasabb szeletet veszünk figyelembe; viszont annál nehezebben 


kezelhető a bevezetett új függvény. Ha a kérdéses hely a oo, az— hatványai szerint haladó 
Xx 


sorfejtés szeleteit használjuk ezekben a problémákban. 


Elsősorban a konvergens és nem konvergens sorok szeleteinek aszimptotikájával 
kívánunk itt foglalkozni. Két eljárást mutatunk be ezzel kapcsolatban. Mindkét eljárás 
lényegében a Mac Laurin—Cauchy-féle integrálkritérium (lásd 2. § a) B) 23. feladatot) — 
elég messze fekvő — általánosítása, Maga a Mac Laurin— Cauchy-féle integrálkritérium is 
alkalmas volt elég jó becslésekre (lásd pl. 4. § a) y) 1. feladatot), alkalmazási köre azonban 
mostani problémáinkra túl szűknek bizonyul. Ezért szükséges, hogy általánosításait: az 
Euler- és az Euler— Mac Laurin-féle összegképletet megismerjük ; ezeket, továbbá alkal- 
"mazásaikat a feladatok között mutatjuk be. 


Példák és feladatok 
b) 


1. Legyen f(x) (2k 3- 1)-szer folytonosan differenciálható függvény a 
0£ZxIZn 


(n természetes szám) intervallumban (azaz még f2kti(x) is legyen folytonos a [0,n] 
szakaszon). Igazoljuk a következő képlet helyességét 


f(0. 4 FID) -4...t/n) — Fix) — 
k—0 
ke 0 B, B, 
— [10 az EZ hg ta) —90091-k 25 ím) — 00] -k 
1V) 
B.n 
(249) 
ahol az R.r3.1 maradéktagot a következő alakban adhatjuk meg : 


B 
a L/9(m) — fO(0)TF... [f24—9(n) — fek—D(0) ] Raki 


n 


Raki 5 ) Baro (5) fek 1(8) dő, 
o 
(Euler-féle összegképlet.) 


2. Igazoljuk, hogy az Euler-féle összegképlet fenti alakja és a maradéktag is helyes, 
ha nem tesszük fel, hogy fek-t-1(x) folytonos, csak annyit, hogy fe1-D(x) létezik és integrál- 
ható a [0,n] intervallumon. 


Írjuk fel az Euler-képlet azon specialis alakját, amikor tn — I. 
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3. Tekintsük a legfeljebb 2 k-adfokú Ter(x) polinomot." Igazoljuk, hogy erre fennáll a 


Tak(0) -- Tek(1) FF... -k Ta(n) — 9 Tex(5) — 
50 


Tar(0) -- Tak(n) 


3 2; [Tek(n) — Ta(0T ses 


- [T(9 dt 


0 


sz fg) —. T(2ko1) 
rt za [78 (n) — T§K09] 


egyenlőség, bármilyen természetes számot jelentsék is n. 
Az Euler-féle összegképlet mellett gyakran használjuk az aszimptotikus formulák 
előállítására az ún. Mac Laurin összeget is, 


4. Tekintsük az x — x, helyen analitikus 

y — fG) 
függvényt. Az f(x, 3 Bh) szimbólum jelentésével kapcsolatban a Taylor-sorok c. kötetre 
hivatkozunk. Igazoljuk, hogy ha h elegendően kicsiny, akkor fennáll, hogy: 


hif(xo th tfixot2hF...-tf(xo-tnh))—h S fix th sA) sz 
5-1 
— f(x -- nh 2 Bh) ESZT f(x - nh). 
(Mac Laurin-féle ún, összegképlet) 


5. A 2. § a) B) 25. feladatban szereplő C ún. Euler-féle állandó értékére adjunk becs- 
léseket az Euler-féle összegképlet segítségével, 


l 
Megoldás: Az F(x) — 5; függvényre alkalmazva az  Euler-féle összegképletet, 
sz 0 esetén a következőket kapjuk: 
n 
1 1 l l l t 
vaztgteetz na 7[17-2- [DF 
2 3 n 2 n 8 
] 
n 
köss 4) i Lp 1 B, 
peptertj-m 4] [55 
i 1 


. [1 1. (89 1 (B. 
— dm 1 5[/ 42] f22a sze 9 Ja 
Üi 1 1 


Ez a C-re adott reláció még csak formális. Ugyanis az Euler-féle összegképlet alapján 
n minden természetes értékére fennáll a 


Így tehát 


na co [XS k 


ezt 1 
C sz im Inn 


E ül l l B.(5) 
zzz zt - 24 )- [ő ds 


1 B 
reláció, Az n 5 co határátmenet jogossága tehát azon múlik, hogy a jobboldal konvergál-e 
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Ennek szükséges és elégséges feltétele a képletben szereplő integrál konvergenciája. Az 


azonban abszolút konvergens improprius integrál, ti.: IB(xy IS1 (— o0 CZ x oo). 


n9-1 
kö látható, h B.) d: a 0. Ugyani 
Igen könnyen belátható, hogy j WN 5 a Ü. gyani1s5 
n 
l 
B — 2]x— [17 7] . ha n 2x dan-3il, 
és Így 
na. (3) 1 vás 
J sz d —2 Fd—- en40jgc0 
n n n 


l a: 
Ebből az következik, hogy C5 9! továbbá, hogy ( 9 5 úi ln n monoton növeke- 
: k—1 
dően tart C-hez. A k — I speciális választás esetében a következőket kapjuk: 


A 


n l l 1 B; j B, (5) 
35-mna zh) s 


sz1 
1 
Ennek alapján tehát: 
i B; B.G) 
1 
Az 
n A 
BG 
[75 d:50 (n — 1, 2, 3, . , .) 
já , 
könnyen igazolható relációból kövétkezik, hogy 
L 1 B, 1 L 
TC SzTar zt2s ni 


k — 2, k — 3 stb. választással további közelítéseket kapunk C-re. k 5 os esetben azonban 
ezen a módon divergens sort kapunk, tehát ez az eljárás C megközelítésére csak bizanyos 
pontosságig alkalmas. 

Ezzel kapcsolatban megjegyezzük, hogy elég gyakori az az eset, amikor divergens 
végtelen sorok segítségével tudunk közelítő értékeket adni bizonyos keresett értékekhez. 
Ebből a szempontból az a lényeges különbség a konvergens és az ilyen típusú divergens 
sorok között, hogy 


a) konvergens sor esetén a keresett összeg tetszőleges pontossággal approximál, 


míg divergens sor esetén a sor valamelyik szelete approximál legjobban, és ennél jobban 
nem tudjuk megközelíteni magával a sorral a keresett értéket; 7 
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b) a divergens sor ilyen approximáló célra is csak akkor használható, ha maradék- 
taggal van ellátva, azaz meg tudjuk adni, vagy legalább is becsülni tudjuk bármely szelete 
és a keresett érték közötti eltérést. Az Euler-féle formula általában ilyen divergens sort 
szolgáltat, a maradéktag exakt. Ilyen esetben a pontosságot a maradéktag megfelelő pon- 
tosságú becslésével tetszőlegesen fokozhatjuk. 

6. Igazoljuk a Mac Laurin összeg segítségével, hogy 


N [ . l 


n7-l n 


1 L 


im tom teti 


ahol azonban a jobb oldalon álló sor IN véges értékeire ném konvergens ! Nagy /V-ekre 
azonban kicsi a hiba, ha a sornak első néhány tagját vesszük csak figyelembe. 
7. a) Igazoljuk, az Euler-féle összegképlet segítségével, hogy 


Ba 1 Bak 


j 8 
d nk ana 7 vi TE dgksayak ket 
ahol" új 
— szssszzzz SAE sei 
Rk — üx(m) 2kHUD)(2k 2) neki? MESSEMIKÜ S ds 
bd) Igazoljuk továbbá, hogy rögzített k esetén 
5 Bokt- 2 
lím [/ ijeszt Sz s zá jeg ÖS 
n— 00 k(  2KI 1) (2k 3- 2) n2k 1 
8. Igazoljuk, hogy j 
űj 1 
5 il jú 8 


szasz 1 1 1 
I ss 74 SZE ? ez ener etes ... hé 
n Ezzen eőt not j 


(Itt azonban a gyökjel alatti sor n véges értékeire nem konvergens, tehát a képlet csak 
aszimptotikus képletként használható.) 
9. Határozzuk meg az 


n—1 
n- an - netan] 
kz0 


sorozat viselkedését és adjunk meg aszunptotxkus rorinulát x, részére, 


" A aa szimbólummal a két kifejezés aszímptotikus egyenlőségét jelöltük. 


5. §. VÉGTELEN SZORZATOK. FÜGGELÉK 


a) A végtelen szor- Bevezetésképpen elsősorban azt jegyezzük meg, hogy a 
zatokról általában szorzás művelete csak véges számú tényező esetében tekint- 
hető minden további nélkül értelmezettnek. Ha tehát adva 


van egy (tn) számsorozat, akkor az ennek elemeiből képzett tj"-tigtégtsss:rbnoss 
aSszorzatnak", amelyet röviden így jelölünk: 


b ts 
n7-1 


közvetlenül nem tulajdoníthatunk értelmet. A Et szimbólumnak a következő definíció 
n7-1 
ad csak konkrét értelmet: Tekintsük a szorzat részletszorzatainak 


D1 — t[.; Da — tt "ta; ssos; Dn sali " ököl 1 LEPNE SET 9H-EPNEEÉ 


sorozatát. Amennyiben ez a sorozat konvergens, konvergensnek nevezzük a végtelen 
szorzatot is (tágabb értelemben), és a részletszorzatok sorozatának határértékét tekintjük 
a szorzat értékének (tágabb értelemben), 


n 
A gyakorlatban a részletszorzatok logaritmusából — azaz a log I pr] — 2 log I tk) 
k—1 


összegekből — álló sorozatot szoktuk igen gyakran tekinteni, azaz lényegében a 


Zlogltel 
k—1 


összeg szeleteiből alkotott sorozatot vizsgáljuk; ezen sorozat határértékéből számítjuk ki 
azután a szorzat értékét, Minthogy azonban In 0 nincs érteltnezve, ezért egyrészt a 0-val 
egyenlő tényezőknek különleges szerepet tulajdonítunk, másrészt pedig, ha a részletszor- 
zatok határértéke 0, akkor a logaritmusaikból alkotott sorozat nem konvergálhat. Éppen 
ezért (szűkebb értelemben) csak akkor tekintjük konvergensnek a végtelen szorzatot, 
ha véges számú, a , szorzat elején esetleg szereplő"" 0-értékű tényező elhagyása után a rész- 
letszorzatok sorozatának 0-tól különböző véges határértéke van, ami nyilván ekvivalens 
azzal, hogy a 


2Z hog Ida 
n—-1 


sor konvergens. (Végtelen soroknál sem zavarja a konvergenciát, ha esetleg véges számú 
tagja nincs értelmezve; lásd pl. a 2.§ a) a) rész bevezetését.) Ezek alapján (szűkebb, 
illetőleg tulajdonképpeni értelemben) így definiáljuk a végtelen szorzatok konvergens 
voltát, Fgjésái értékét; 


IT a 
n7-1 
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szorzat akkor és csakis akkor konvergens, ha megadható olyan n — ny index, amelyre a 
II u 
j n — n 3-1 


szorzatnak (ti, az utóbbi szorzat részletszorzatai. sorozatának) véges és 0-tól különböző 
Tn, határértéke van; a szorzat értéke mármost az első na tényező és Tn, szorzatáva; egyenlő: 


T — It sz TI ta T n, 


n- 1 nzzi 


A feladatok között igazoljuk, hogy egy szorzat (szűkebb értelemben) csak akkor lehet kon- 
vergens, ha a tényezők sorozatának határértéke I. (Ez megfelel a sorok konvergenciájára 
vonatkozó azon szükséges feltételnek, amely szerint egy sor csak akkor lehet konvergens, 
ha a tagjaiból álló sorozat határértéke : 0.) Ez az oka annak, hogy a végtelen szorzatok ténye- 
zőit inkább ilyen alakban szoktuk felírni: 


ta z 1 3§- an (vagy esetleg ty, — 1 — an). 


Minthogy ilyen felírás mellett az (ant sorozat elemei határozzák meg a végtelen szorzat 
tulajdonságait, az (an) sorozat elemeit a szorzat élemeinek szokták hívni, Így tehát a 


[I (1 -- an) 
nz:1 


végtelen szorzat konvergenciájának szükséges (de nem elégséges !) feltétele, hogy elemei Ő 
sorozatot alkossanak, azaz hogy 


lim an -—0 
na vo 


legyen. 


A végtelen szorzatok esetében természetesen szintén a konvergencia kérdésének az 
eldöntése a fontosabb, éppúgy, mint a végtelen soroknál. Hiszen ha a tekintett szorzat 
konvergens, értékét jól közelíthetjük valamelyik részletszorzatával,. Ha azonban nem kon- 
vergens, ez az eljárás tökéletesen hibás. A konvergenciaviszonyok eldöntésére itt is krité- 
riumokat próbálunk megadni. Elsősorban ez az oka annak, hogy itt is külön tárgyaljuk az 
ún. pozitív elemű szorzatokat, E csoportba azok a szorzatok tartoznak, amelyekben — véges 
számú tényezőtől ismét eltekintve — a tényezők valamennyien vagy nem kisebbek vagy 
nem nagyobbak 1-nél, azaz amelyeknél megadható egy olyan n — ng index, amelyen túl 


tn — (1 £- a) z 1; asz 9, hacsak n- na 
illetőleg 


0 Cct, —(1 ta)sl; —1Ccac0han5sn 
Az utóbbi esetben azonban sokkal célszerűbb a 
OZ th —(1—a)sl; 0OSaa1, ha n5 ne 
jelölés bevezetése. Így tehát pozitív elemű szorzatokról akkor beszélünk, ha 
, [I (1-6 an, iletve . //( — an 
n7- 1 2-1 


alakban felírva a szorzatot, megadható egy olyan n — n, index, amelyen túl érvényes 
az l5anm0, han: n reláció. I 
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Kiemeljük azonban, hogy míg a soroknál lényegében teljesen azonos módon visel- 
kednek a csak pozitív és a csak negatív tagú összegek (a szeletek sorozatában csak előjel- 
különbség van), addig a pozitív elemű 


/ / (1 -4- an) szorzat már nem hasonlíthat ennyire a pozitív elemű [/ [ (1 — an) 


n-i nal 


szorzathoz, amit már ránézésre ís azonnal észrevehetünk. 


szorzatok között, részben pedig néhány egyszerűbb típusú szorzat 
; ; értékét számítjuk ki. Igen egyszerű konvergenciakritériumot 
tudunk ugyanis megadni a pozitív elemű szorzatokkal kapcsolatban, amelynek segítségével 
a konvergenciavizsgálatokat teljesen a 2. § a) 8) részben megismert vizsgálatokra vezet- 
hetjük vissza; 


8) Pozitív elemű I Részben konvergencia kritériumokat adunk meg a feladatok 


A pozitív elemű // (I 1 an), illetőleg a pozitív elemű [I a — ta) 


n-0 n:ü 


szorzat akkor és csakis akkor konvergál (szorosabb értelemben), ha a pozitív tagú 


. dn; illetve be dn sor konvergens. 
n7-0 n-0 


y) Általános szorzatok, abszolút Általános szorzatról akkor beszélünk, ha 

és feltételes konvergencia a szorzatnak végtelen sok pozitív és vég- 

Műveletek szorzatokkal . telen sok negatív tagja is van. A szorza- 
I tot ilyen esetben mindig 


II (1 -- an) 
n-0 


alakban írjuk fel; ilyenkor tehát végtelen sok n-re áll fenn az an 5 0, és végtelen sok k-ra 
az ax a 0 reláció. 

A Bolzano — Cauchy-féle általános konvergenciakritériumnak a következő kritérium 
felel meg: 


[[H (1 -- an) 
n-0 


szorzat akkor és csakis akkor konvergens, ha bármely e 5" 0 számhoz megadható egy olyan 
no, — na (e) index, amelyre az ] (1 -- an) (1 t any)... (1-- any) — 1] Ce 
reláció minden k természetes szám mellett fennáll, hacsak n:z n,. 

Az általános szorzatokkal kapcsolatban van égy nagyon egyszerű konvergencia- 
kritérium, amely divergens szorzatok esetén egyszersmind aszimptotika-keresésre is alkal- 


mas. Bizonyítására a feladatok között térünk ki, "Tekintsük a II a 74- an) 
n:--0 
szorzatot, és tegyük fel, hogy an zt — I (n — 0, I, 2, , . .) és a 2 an? 
n-0 


n 
sor konvergens, Ekkor a szorzat részletszorzatainak (pp — TH (1 -- ax); sorozata aszimp- 
k-0O 
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00 


totikusan hasonló.a 9 an sor szeletei segítségével felírt 
i n—0 


n 
en — es70 


sorozatához, azaz jelben pn s e", függetlenül attól, hogy a ba an szorzat konvergens-e, 
n-0 Ty- 
Néhány további, kevésbé általánosan használható konvergenciakritériumot is meg- 
adunk a feladatok között. 
A 


[H (1-6 an) szorzatot abszolút konvergensnek nevezzük, ha a [I (1 3-lar]) 


n-0 n7-0 


szorzat konvergens. Az abszolút konvergenciának pontosan ugyanaz a jelentősége, mint a 
soroknál a hasonló fogalomnak. Ezt az alábbi három tétel fejezi ki: 

Ha egy szorzat abszolút konvergens, akkor egyszersmind konvergens is. 

Abszolút konvergens szorzatban a tényezők tetszőlegesen átrendezhetőek (átrende- 
zésen ugyanazt értjük, mint soroknál) anélkül, hogy a konvergenciaviszonyokon vagy a 
szorzat értékén ezzel változtatnánk, 

Feltételesen konvergens szorzatot átrendezhetünk mindig úgy, hogy értéke egy 
tetszőlegesen adótt számmal legyen egyenlő. 

A végtelen szorzatokkal kapcsolatban a műveleti szabályok lényegesen egyszerűbbek, 
mint soroknál. I 

Végtelen szorzatokban több tényezőt zárójelezéssel egy tényezővé vonhatunk össze 
illetve az esetleg szereplő zárójeleket elhagyhatjuk (természetesen az (1 -t an) tényezőt 


, 


issááátsé án zárójelet nem !) anélkül, hogy ezzel a szorzat értékét megváltoztatnák, feltéve, 
hogy eközben a konvergenciaviszonyokat sem változtattuk meg. 


Az összevonással kapcsolatban semmi megjegyezni valónk nincs, minthogy a 


Mata IT a 4 ta) 
n-0 


n50 


összeg más alakba akkor sem lenne átírható, ha csak véges szorzatról lenne szó. 

Két konvergens végtelen szorzatot szabad úgy szoroznunk, illetve osztanunk egy- 
mással, hogy az azonos indexű tényezőket szorozzuk, illetve osztjuk egymással. Az így 
kapott szorzat is konvergens lesz, és 


Hü 4 ag TE G 4 t3— TIÜ 4 (an 4 ba 4 anba 
n-0 n:0 n-0 


illetve a 


Ta a) 
tel —— - rre - fr 2229) 
T/tádgg ett ü al 
n . ; 
n:0 


Ez a tétel nem fordítható meg olyan értelemben, hogy pl.a // (1 4- (an - ba -k anbn)) 


n:5:c0 
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szorzat konvergenciájából nem következik ssma /[/Ü 1 am), sema //(1 1 ba) 
n-0 n-0 


szorzat konvergenciája, 


ö) Függvényszorzatok A szorzatok elemei természetesen függvényei lehetnek 
ENO SZETESETT] bizonyos változóknak. Ilyen esetben általában a szorzat 
értéke is függ e változóktól. Az 


f6) — /[/T- fax) 
n7-0 


szorzat értelmezési tartománya, illetve -konvergenciatartománya mindazon x — Xg értékek 
összessége, amelyekre a i 


[I Üü 4 falxo)1 szorzat konvergens, és definíció szerint — f(x) — /[Ü 3 f(x. 
n—0 


. fm0 


Itt is felvetődik a kérdés: milyen feltételek mellett cserélhető fel a független változó- 
ban elvégzett határátmenetek sorrendje a tényezők számában elvégzett határátmenettel? 
EGKBSÉBES feltételt itt is a függvényszorzat egyenletes konvergenciája jelent. 


09 


[ [1 -- fn(x)) 12 
0 


ns. 


szorzat akkor és csakis akkor konvergál egyenletesen az a 5 x 5 b intervallumon, ha tet- 
szőleges e 5 0-hoz megadható az n, — no (e) küszöbindex úgy, hogy az 


I [1-4 fn(x9] E - fnrri(x9) 1. . [1 4- fnx(9] —1] Te 
reláció k minden természetes értékére és minden, az [a,b] intervallumból választott x 
helyen fennáll, hacsak már n — n,. 


(Azért nem a részletszorzatok sorozatának egyenletes konvergenciájára vezetjük vissza 
a szorzat egyenletes konvergenciájának definícióját, mert a definíció ilyen megfogalmazását 
a 0-val egyenlő tényezőkkel és a 0-tól különböző határértékkel kapcsolatos kikötések eléggé 
körülményessé teszik.) - 


A következő elégséges kritériumokat adhatjuk meg az egyenletes konvergenciával 
EásG Vá 


[fu Tt fn(x0) 
n--0 I 


szorzat egyenletesen konvergál az a S x Sb intervallumon, ha 


l. a 2 I fn(x) I sor egyenletesen konvergens az a S x Sb intervallumon; vagy 
n—-—0 


pedig 2. a 9 f2x(x) sor is és a D fn(x) sor is egyenletesen konvergál az a Sx ab 
nb0 . nsz0 
intervallumon; vagy pedig 3. ha megadható egy olyan (an) sorozat, amelyre fennáll az 


a E lfr(odl haaSxab n7j01,2,...) 


egyenlőtlenség és emellett a // (1-4 an) zorzat konvergens, 
n50. 
11 Műszaki matematikai gyakorlatok — 44231/VI 
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A feladatok között igazoljuk a következő tételeket: Tegyük fel, hogy a 


S 


[fü t fn()) 
n-0 


szorzat egyenletesen konvergens az a S x S b intervallumon, és ugyanitt a szorzat minden 
eleme folytonos függvény. Folytonos ekkor az 


fe) - Jfü 4 fd 
n 7-0 


függvény is az a S x 5 b intervallumon. , 
Ha emellett az f(x) függvények valamennyien differenciálhatók az [a,b] interval- 


lumon, és a B [fn(x)] sor ugyanitt egyenletesen konvergens, akkor az f(x) függvény 
n7-0 
logaritmikus deriváltja így adható meg: 


fg S Mm 
fr) 1 fr) 


.d A 
ET In [ f(x) ] — 


Példák és feladatok 


a ] Tekintsük a 
IL ta 


n-1 


szorzatot, Igazoljuk, hogy e szorzat csak akkor lehet konvergens (szűkebb értelemben), ha 


lm 47l. 


no 50 


(A végtelen szorzat konvergenciájának tehát ez szükséges, de nem elégséges feltétele.) 


Megoldás : A végtelen szorzat egyes tényezőit a részletszorzatok sorozatával könnyen 
elő tudjuk állítani: 
ty "ta... tn—1" tn Dn 
tn CSSSZvtttltléitéöooÖoeVo  ,,vunwwweavuvwvwv$VVPédPV.—i ESZE zeatanől 
td" tg. s e [ni Dn—1 


A konvergenciakritérium szerint a szorzat csak akkor lehet konvergens, ha e e véges 
számú 0-val egyenlő tényezője van, és ezek elhagyása után a részletszorzatok sorozatának 
határértéke 0-tól különböző véges szám. Ha tehát az n index elég nagy ahhoz, hogy ezen 
Pn 


túl már nincs a szorzatban 0-val egyenlő tényező, akkor a ty — reláció a 0-val egyenlő 


n-1 


Pn 


tényezők elhagyása után értendő, és így a hányadósnak van értelme. A konvergencia- 


Dn— 
kritérium alapján (a nullával egyenlő tényezők elhagyása után) a (pn), illetve a fpn.1) 
a TÉSES; mindkettőjük határértéke azonos, és egyetlen elemük sem egyenlő 
nullával. 
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Az 1. §b) a) részben említett, a sorozatok azonos indexű elemeinek hányadosából 
álló sorozatra vonatkozó tétel szerint tehát: 


lim Dan 
lim Wnh — lm ci 5 is Sz ], g: e. d. 
na 00 n 2 co Dn—1i lim Dn-—1i1 
ns5p 00 


2. Igazoljuk, hogy a 
IL ta 
n-- na 


szorzat akkor és csakis akkor konvergens (szorosabb értelemben), ha a 


S ln ta 


nzszfg 


5 lát; 
sor konvergens, továbbá, hogy ez esetben fennáll a [ [ tan — e" 
n- na, 


reláció; itt na olyan küszöbindex, amelyen túl t, 5 0, han 5 n,. 


3. Konvergens-e a 


m-a 


n-2 


szorzat? Ha igen, mi az értéke? 


Megoldás : A részletszorzatok sorozatát kel! vizsgálnunk. Feladatunk esetében ezeket 
zárt fákban is elő tudjuk állítani, felhasználva az 


Ő S s sem s———io6t 


9 2 3 3 "nk azza ssa 
1 3 2 3 5 4 6 k— 2 k k—1 k-1 
2 2 3 4 656 5"""kÖl k—L1 k k 


2 k 2 
Minthogy a szeletek sorozata konvergens: 
i ; . l l l 
lm px — lim Tr tH—] — 


119 
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azért konvergens a szorzat is, és 
4. Konvergens-e a 


szorzat? Ha igen, mi az értéke ? 
5; Tekintsük a 
oo 1 
üb-3 
n7-2 n 


szorzatot, Igazoljuk, hogy a szorzat nem konvergens szorosabb értelemben (habár az elemek 
sorozata 0-sorozat) ; pontosabban, hogy a szorzat a 0-hoz divergál, j 


Divergál-e a 
őt 1 
2 In e sé 7) 
nzsz2 n 
sor is? 
6, Tekintsük most a ; 
Sz í 
übe 
n7-2 ti 
szorzatot. Konvergens-e ez a szorzat? Mi a kapcsolat a 
ási 1 él 1 
3 1 — — és a 1 -] 
TESz ége TEA 
azonos indexű részletszorzatai között? 


7. Konvergens-e a 


szorzat? Ha igen, mennyi az értéke? 


8 ] 1. Igazoljuk, hogy a 


ITa 4 an) , illetve TT a — b) 


n5—1 1-1 


pozitív elemű szorzatok akkor és csakis akkor konvergálnak, ha a fo an, illetve fe) ban 


nm0 nemi 
sorok konvergensek. — , 
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Útbaigazítás : A szorzatok, illetve a megfelelő sorok részletszorzatai, illetve sze- 
letei monoton sorozatot adnak, A feltételek szükséges, illetve elégséges voltának bizo- 
§) égszágstabi tehát a részletszorzatok korlátosságából a megfelelő szeletek korlátosságára, 
illetve megfordítva kell következtetnünk. Ez azonban nem nehéz, ha felhasználjuk az 


e" z (1 -- an), illetve az (1 -- a,) (1 4 a.) . . . (13 a) E1 -t a) - az 4... - an 


1 
becsléseket, illetve az (1 -t b) 152 1 — b, — (1 7 2b,)-! [o sb. - Jegyenlőtlenség- 


rendszert, amelynek segítségével a második szorzatra vonatkozó vizsgálatok visszavezet- 
hetők az elsőre. 


2. a. milyen értékeinél konvergens a 


szorzat? 
3. a mely értékeire konvergens a 


szorzat? 
4. Igazoljuk, hogy [x] ca 1 esetében a 


IT a 6] 
n7-0 


szorzat konvergens. Számítsuk ki az értékét. ) 
Megoldás: A 5. § 8) I. feladat alapján biztosan állíthatjuk, hogy a szorzat kon- 


vergens. A 5 xx sort ugyanis bizonyosan majorálja a pozitív tagú és I x] c 1 esetén 


n-—0 
00 


abszolút konvergens ez xn geometriai sor, hiszen annak az előbbi csak bizonyos tagjait 


n7-0 
tartalmazza (a 2., 4., 8., 16. stb. tagot). 
Jelöljük a részletszorzatok sorozatában a k-adik elemet px-val: ; 


Pk — (1-4 x) (1 -- x2) (1-4 xt). . , [1 4 x(27]. 
Ezt zárt alakban is fel tudjuk írni: 
(1 — 9 px 7 (1— 9) (1-4 x) (1 8 x2) [1-4 x2?] — 
sz (1 — x2) (1-4 x2).. [1429] —(1— x9 (Ik... [1 3 xe9] 


9 (k 11) 


szoget dö agi 


Ebből 
I. ke 
Dk mm e. 
1—x 
A szorzat értéke tehát: 
B . pt 
iz köc 1—x 1—x 


hacsak [x] C1. 
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5; x mely értékeinél konvergens a 


[Ta Tt xn) 


na1 
szorzat? 
6. Konvergálnak-e az alábbi szorzatok, s ha igen, mi az értékük? 
c n.l késő 2n31 szé 192" 
——— , b 1 I ————————  — l. 1 s § 
2) [la VET A S SEKT ETETETT g IT) ) 


ra Igazoljuk, hogy a 
[IT cos? Xg ; 
n-0 


szorzat konvergál, ha a 3 x4 sor konvergens, 
n-0 


8. Igazoljuk, hogy a 


II COS Xg 


n—0 


so 


szorzat is konvergens, haa 9 xg sor konvergál, 
ns 


9. Konvergál-e a 
ségi Jt 
I[ cos — 
n:0 2n 
szorzat? Ha igen, mi az értéke? 
10. Legyen 0 Sx ca y. Igazoljuk, hogy az 
Eelit 1) ...(x tn 
yyt1...9 tn 


szorzat divergál, éspedig 0-hoz divergál, bármi legyen is 0 —£ x, illetve y 5 x értéke. 
11. Tekintsük a pozitív elemű i 


a- [fa h an) és a 0b—- [/d8§064)£40 
n-0 n-0 


konvergens szorzatokat. Igazoljuk, hogy konvergens a 


ITU 4 (an 4 ba 3- anbn)) és a IT s8 
n-0 


n:0 


gés éte he] zorzat is, és 
s s 
hő. 47 3888 


cég kzt; aa —bei a 
[[ Ü 4 (an 4 ba 4 anbn)] — ab; ETET 


n-0 
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12. Tekintsük a pozitív elemű konvergens 
iz [17 an); b—- [/[0 —02)£0; c /[/[41—e0)2z0 
n7-0 n-0 n7-0 
szorzatokat, Igazoljuk, hogy konvergensek az alábbi szorzatok is, és írjuk fel értéküket: 
szab tggő an tb 
II Ü 3 (an — ba — anbn) 1. [ha Z 
n-0 n—0 l — bn 


TIM (acn— 0 — €m1. Ir]. 


n5t0 
Ty l l, Tekintsük az általános elemű 


ri (1 -- an) 
n:0 


szorzatot, Igazoljuk, hogy a szorzat akkor és csakis akkor konvergál, ha tetszőleges e 5 0-hoz 
megadható az ng — no(e) küszöbszám úgy, hogy bármely X természetes számra érvényes 


legyen az 
I(1 - an) (1 4 any) e (1 Ft any) —1] Ce, 
hacsak ns n, . 


2. —— Tekintsük az általános elemű 71 (1 -- an) szorzatot, és tegyük fel, hogy a S az 
n7-0 n-0 


sor konvergens. Igazoljuk, hogy 


a) ez esetben a [/ T (1 -H an) szorzat akkor és csakis akkor konvergál, ha a s an 
n-0 sas) 
sor konvergens; 


1 
b) n,-val jelölve azt a küszöbindexet, amelyen túl [an] 7 2. hacsak ns n, 
n n 
továbbá pj-gal a pn — [1 (1 3 a) részletszorzatot, s9-gal pedig az s2— DB ak 


j kan, 


részletösszeget, igazoljuk, hogy es, és p, aszimptotikusan hasonlók egymáshoz, függet- 


lenül attól, hogy a ITa - an) szorzat konvergens-e vagy sem. 


n-0 


Megoldás: Elsősorban azt jegyezzük meg, hogy a 2 a, sor konvergens voltából 
n7-0 


következik, hogy van olyan ng index, amilyenre a b) részben hivatkoztunk. 2 an ugyanis 
n—0 

csak akkor konvergálhat, ha A az — 0, ebből pedig a éti a — 0 reláció következik, 

ami biztosítja az ng index létezését. A bizonyítás a 65. ő jé) "részben kimondott tételre 


támaszkodik, amely szerint a 


ri [( 4 ax) szorzat akkor és csakis akkor konvergál, ha a S In (1 -£ ax) 


kzn, ks no 
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sor konvergens, Mi az utóbbi sor konvergenciáját. vizsgáljuk. Felhasználjuk e célból a 
4. § b) a) részben talált 


n449-1— rt... (— 1 €cxáS1) 
sorfejtést, illetve ennek Tügrángösgásádéktátós alakját: 
2 
az 109 Ez 
jió dezs A ek Esik 5 KÉKEN 7 Ell a 
azaz ? 
nlt9-r-e Tem (—I1dxsl; Z:€(0, x) I". 


1 
Az lan] c 9 feltételből tehát következik a 
In (1 -- an) tai dn Rk Ün an , 


illetve a 
1 Siba ús l 2 
ENKEENÉTT SE srT n HSEEE TEN EZ Le 
TT TjlÉ 
2 2 
reláció. Így tehát 
00 n n 
Ss — 2 In 4 ap) — Dart DD dr az, 
kon, kszn, ken, 


[4 


Minthogy a 2 Ú4x af sor biztosan konvergens a 2. § a) 8) 7. feladatban igazolt tétel követ- 
kzn, 


keztében, azért SZ és így a végtelen sor is akkor, és csakis akkor konvergá, haa D ak 
i ard 
sor konvergens, amit a feladat a) része szerint igazolnunk kellett, 


ad b) A 


ti 
2 ina - az) 
Pat — e 


reláció közvetlenül belátható. Az előbb levezetett reláció szerint tehát 


n n n 
Z at 2 drag 2 őz ax: 8 
Pn" me" ja — en" gk ne 


8 § 2 ú j 3 
Minthogy pedig af z 0; — 2 2 ür, Z — 5 azért bizonyosan létezik két olyan nem- 
pozitív C, és C, korlát, hogy 


n 


já [ Pi Ük ax" 
Ci S 2 Ükat SC, DO, (hanz nyi azaz eraert ae 


k-n, 
Ebből pedig már következik, hogy p$ Av ese" 


§ Az € szimbólum azt jelenti, hogy az € előtt levő érték benne van az € után felírt intervallumban. 
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3. Konstruáljunk egy olyan példát, amely azt mutatja, hogy a 2 an sor konvergen- 


n-0 


Do 


ciája csak akkor szükséges feltétele a [[ (1 3- an) szorzat konvergenciájának, ha a 2 aj 
26 —-0 
sor valóban konvergál. j É 
4. Általánosítva a 2. feladat tételét, tegyük fel, hogy a Ma I an [" sor konvergens, Igazol- 
kzz0 § 


iuk, hogy ez esetben a 


II a 7 ag) 
n—-U0 


szorzat akkor és csakis akkor konvergens, ha a 
Sln 
n "a 4n 
n—0 2 


sor konvergál, ; 


Hogyan általánosítható tovább e kritérium? Általánosítható-e a 5. § y) 2. felada 
b) részében közölt tétel is? 


5. Igazoljuk, hogy a 


IT a t ag) 


nza0 
5 00 
szorzat akkor és csakis akkor abszolút konvergens, ha a 2 an sor abszolút konvergens 
tan 0 


6. Igazoljuk, hogy ha 


IIa a ag 


S n-0 
szorzat abszolút konvergens, akkor konvergens ís, 
(A Igazoljuk, hogy az abszolút konvergens 


t 
00 


II Ca 4 aa 


fn:s0 


szorzatot tetszőlegesen átrendezve, a kapott szorzat ismét abszolút konvergens lesz, és" 
értéke megegyezik az eredeti alak értékével. 


8. Igazoljuk, hogy a (csak) feltételesen konvergens 
[[ (1 3- ag 
n:sz0 
szorzatban mindig átrendezhetők úgy a tényezők, hogy a szorzat abszolút értéke egy előre 


előírt pozitív számmal legyen egyenlő (ha a 0-val egyenlő tényezőket elhagytuk), illetve 
átrendezhető díivergenssé is. 
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9. — Tekintsük a konvergens 


IDG 7 an—-a; [/040td-0£0 


n-0 nm0 


szorzatokat. Igazoljuk, hogy a 


II tanttat adi a-b éa ITheT J-3 
nő z0 : L -t bn b 


hag n 


relációk helyesek. 


10. Konvergens-e a 
Ir 4. ) ] 
2 
n:2 nő 
szorzat? I 
11. Konvergens-e a 
00 sztk j! n 
Ir gb ] 
n:2 Vn 
szorzat? 


Megoldás: Minthogy a 
l 
Z1mnP- 9 
n3 


sor konvergens, a 6. § c) y) 4. feladatban megismert tétel alkalmazható. A 


ety — 1)n 1 09 (a ])R 
ez E — 53] sort kell vizsgálnunk tehát. Minthogy a 9 öss sor a Leibniz- 
n7-2 Vn 2n I n:2 n 
c w 1 8 i ; eDAS 
tétel értelmében konvergens, a 2 an Ser viszont divergens, divergens e két sor különb- 
n—-2 (n 


sz. — 1)n 1 
séges a A k JD z ra sor, tehát a felírt szorzat is. 


n-2L Vn 
12. Konvergens-e az 
1 l 1 1 1 t 
[1 57 ze] [ 13 77] sz 77] [ sé zz Bá 77] ( ki ve] ... 
V3 V2 V5 V? Va V9 
szorzat? i 
13, Konvergens-e a 
sét — 1] 
ITh- S 
sel ln n 
szorzat? 


Megoldás : Ha két egymást követő tényezőt egyetlen tényezővé zárójelezünk, ezzel 
a konvergenciaviszonyokat úgy változtattuk meg, hogy az eredeti szorzat részletszorzatainak 


új PÉLDÁK ÉS FELADATOK : 5 .§ y) 9—15. 171 


sorozatából tulajdonképp csak a páros indexűeket tartottuk meg. Ha ez a sorozat nem kon- 
vergens, nem lehet az az eredeti sem, (Ha az így kapott sorozat konvergens, abból általában 
még nem következik, hogy az eredeti is az; ebben a feladatban azonban következnék, 


l 
Ugyanis a páratlan indexű szeletek sorozata egyszerűen 11 — mgjeel szorozva kelet- 
n 


kezik a páros indexű szeletek sorozatából, Ha tehát ez utóbbi konvergens, és határértéke 
0-tól különböző, akkor ugyanez igaz a páratlan indexű szeletek sorozatára is. Általában: 
ha a részletszorzatok sorozatából minden k-adikat kiválasztva, az így kapott sorozatnak 
0-tól különböző határértéke van, és az elemek sorozata 0-sorozat, akkor a szorzat konver- 


gens. Igazoljuk ezt!) Tehát: 


[ Ti (—Drt1 


In(n tt 1) —lInn 1 
ln n ln (n -- 1) 


ln n ": Ín (n -- Ty Ni In n " In(n 3 1) Hű 


1-1-4(-ne 


(— Da in (1 -k 7-1 


Így tehát a következő szorzatot vizsgáljuk: 


: 1 
00 1—(—nain (1-4 6] pe L—la(1 4 27) 
TT iz ezsessssz ssh z a TJeze U2K) . 
n inn:la(n-t 1) zi n2k-mekrD[ 
eri 
2 


1 
EZ JEKKEI zl1l. 
2k S Tk? 114 A 


Az utóbbi szorzat a 6. § c) 8) 1. feladatban igazolt tétel szerint akkor és csakis akkor kon- 
vergens, ha s 


1 
IL — In (1 rk 37) a 
s 2k . 
korrvergens. Minthogy a 


8 1 
Ez a szorzat már pozitív elemű, hiszen in ( L 4. — 


1 


PZÉTETZT ETET 2 in IK NGETD 


oo 


5 ; 1 z ; . 
sor divergens, mert a divergens B. k sor pl. nyilván minorálja, a 


í K-1 
az in (1 -k 57 00 
22 És sor viszont konvergens, mert a konvergens 9 3 
jő in(2kFDin2k kis Be ém 2k-in12k 


sor majorálja (1. pl.2. §. a) b) 16. feladat), azért a két sor különbsége s így a szorzat összezáró- 
jelezett alakja is divergens. De akkor nem lehet konvergens az eredeti szorzat sem. 


14. Adjunk aszimptotikát a 
(2 a) 11 


(2n— 1) 11 
sorozatra, a 6. § c) y) 2. feladata alapján. 
15. Tekintsük az " 


rűta 


sorozatot. Igazoljuk, hogy x bármely értékénél konvergál e sorozat. 
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16. Tekintsük a 


kes 


TT Esés] 


kz-1 : 


, 


szorzatot tetszőleges, valós a. mellett, amelynek a reciproka azonban nem természetes 
szám, de véges mennyiség, I 


Konvergál-e a szorzat? 
1) i 1. Igazoljuk, hogy a 


I [1 - f(x 


n:0 
függvényszorzat egyenletesen konvergál az a S x 3 b intervallumon, ha ugyanitt a 


oo 


2 I fn(x) 


n—-0 
sor egyenletesen konvergens. 


2. Az 1. feladatban szereplő Bai I fn(x) ] sor egyenletes konvergenciájára vonatkozó 
n7-0 


kikötést felcserélve a 9 fn(x) sor egyenletes konvergenciájára vonatkozó kikötéssel, 


n—0 
az így kapott , tétel" változatlanul helyes, vagy pedig már nem elégséges, hanem szükséges 
feltételt mond ki a szorzat egyenletes konvergenciájára, vagy pedig teljesen hibás? 


3. Igazoljuk, hogy az a Sx Sb szakaszon bizonyosan egyenletesen konvergál a 
[II Ü A- fn(x)) függvényszorzat, ha 
n-0 j 


a) található egy olyan (an) számsorozat, amellyel a [II (14 an) szorzatot ké- 
j Ő 


pezve, az konvergál, és emellett az Ifn() ISan, ha a ax sb 
egyenlőtlenség n minden értékére (legfeljebb végés számú kivételtől eltekintve) fennáll: 
vagy pedig, ha 


b) ugyanitta BD fnt(x) ésa D fn(x) sorok is egyenletesen konvergálnak, 


n-0 i . 170 
4. Tekintsük az a S x Sb intervallumon egyenletesen konvergens 


fr) z [fU 4 fat] 


n:a:0 


függvényszorzatot, és tegyük fel, hogy az a  x 5 b intervallumon minden f(x) függvény- 
MET EE folytonos. Igazoljuk, hogy ekkor az f(x) függvény is folytonos az a S x Sb inter- 
vallurmnon. ; 


5. —— Megtartva a 4. feladat jelöléseit és premisszáit, tegyük fel még, hogy a  DI/n(x)! 


: 9 j n—-—0 

sor is egyenletesen konvergens az a S x Gb intervallumon, és hogy minden f(x) függ- 

vényelem differenciálható az a Sx b intervallum minden pontján (az utóbbi kikötés 

szükséges, mert a Ba I fn"(x) ] konvergenciáját — a definíció szerint — nem zavarja, 
n—-0 j 
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ha véges számú tagja nincs értelmezve, vagy végtelenhez tart valamely pontban). Igazoljuk, 
hogy ez esetben létezik az f(x) függvény logaritmikus deriváltja is az [a, ö ]) intervallumon, 
és így írható fel: 


f() mr Jn (x) 5 
Aöllszbtk eb s sakistketésER h S x a b, 
fd 2 TEJ jé ada a 
6, x mely értékeire konvergens a 
II (173. a IT(11- 3]. illetve a Ir S] 
n-1 n nm1 n n:1 zi n 


szorzat? Mely x-értékekre abszolút a konvergencia? Milyen tartományokon egyenletes 
a konvergencia? 


7. Mely x értékekre konvergens, mely értékekre abszolút konvergens és milyen inter- 
vallumokon egyenletesen konvergens a 


IT a Fk xs; Ia — xn) , illetve a yi [1 -- (—1)n xa) 


na1l fun) nml1 
szorzat ? 


8, Tekintsük a 

ri cos : 

ns] 2n 

IT en 
Jn 


nz1 


illetőleg a 


szorzatot, Mely x értékekre konvergál a szorzat, x mely értékeinél abszolút a konvergencia, 
és mely intervallumokon egyenletes ? 


Milyen függvényt állít elő az első, illetve a második szorzat § 
9. Igazoljuk, hogy a j 


szorzat x minden értékére abszolút konvergens, és a — oo CZ x a oo intervallumon egyen- 
letesen konvergál. 


10. Állapítsuk meg a 


szorzat értékét. 


Megoldás : Ha egy szorzatfüggvényt zárt alakban kel! előállítanunk, és közvetlenül 
nem látunk lehetőséget a részletszorzatok előállítására, leghelyesebb differenciálással 
— a65.§ 6) 5. feladata alapján — végtelen sorra visszavezetnünk a problémát; általában 
ugyanis könnyebben boldogulunk a függvénysorok összegfüggvényének megállapításával, 
mint a szorzatok értékének megadásával. Ha tehát f(x)-szel jelöljük a szorzatfüggvényt, 
úton 98 9. feladat értelmében folytonos a — co Z x Z so intervallumon), azaz be- 
vezetjük az 


w-ü-3 


72] 
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jelölést, könnyen megállapíthatjuk, hogy f(x) logaritmikus differenciálhányadosa mindenütt 
létezik, minthogy 


ü ZI/át)1-1—21. 9— 
n7-1 n—-1 n 
egyenletesen konvergens a — co € x 2 co intervallumon.t Így tehát 
2x 
d en tr L 
jára Set zik se 
dx n7-1 , Máp2t5 x n—1 6 szelő (ád 
n? 


A sorra nézve eszünkbe fog jutni, hogy a Bernoulli-polinomokkal kapcsolatos sorfejtésekben 


l 
találtunk ilyen típusú sorokat; pontosabban a p-. — sor összegét közvetlenül ki tudtuk 
1 ft 
számítani a Bernoulli-polinomok Főüfierzsőtféjtése alapján (1. a 3. § b) 9] részt), a 


oo 


1 : 
Be iz - alakú sorok összegét pedig a 4. § a) y) 8. feladatában, x ctg x-re felírt sor- 
n-1 üzÜLe 


fejtés segítségével tudjuk kiszámítani. A kérdéses példában azt találtuk, hogy 


ez éj sseze 
t z Sz 7 e. 
yctgy — 1 - e) ap ; 
jizzmmsé Mözlltő VESEÉS n [d 
. IT 
l ps 
Ebből a kapcsolatból a keresett s HEGY összeget az x — Lé helyettesítéssel kapjuk. 
n7-1 ül 
S j . nxcgnzx—l 
ám x2 — n? És 9x2 sé 

azaz 

s. l nxnxctgnjnx—1 l 

2x — —— ———  — — — — ——,] — t — e 
2 Nogamet 76 n cíg xx Bs 

Így tehát 

d f(x) COS nm X 1 

— (ln I f(x zzz "s nt ——  — — —, 

ax ! 1091 i f(x) "Zn sek x 
Mindkét oldalon integrálva 

I sin xx C . 
Iin]frdol-lnlsinsrx]—iIin]x] -lnC—-lniC § - f(x) ——sin nmx. 
x 


A C állandó értékét legegyszerűbben az x Ö 0 határátmenettel SZARŰLHAG UK: Minthogy 
f(x) folytonos függvény, azért 


i zzz sin nx sin xx 
lim s f(0) — 1-1. li C sz lim C —Coa. 
Jim f(x) — f(0) I Jim c im Cn—— nt 


00 x-50 a 
Így teháta Cs — 1 egyenlet adódik, amelyből C— —, 
, 97 
b i 5) . Sin-nx 
11 ! n2]. ax" 


s Pontosabban ennek bármely zárt részintervallumán. 
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11. — Írjuk fel a5.§ y) 9. és a 5. § ő) 10. feladatok eredményeinek felhasználásával az 
y — COS 7 X 
függvényt végtelen szorzat alakjában. 


12. A65.§9) 9., a5 § ő) 10. és 11. feladatok eredményeinek felhasználásával írjuk fel 
végtelen szorzat alakjában az 


: y-7tgnx 

tüggvényt. 

13. Mely tartományokban egyenletesen konvergens a 
8 632 8 4x: 1 ag x3 
[/ (1 EST SZEZETT] Ban — 55 ) illetve a II( 80.2a 7) 


szorzat? Meg tudjuk-e adni zárt alakban az értéküket? 


EREDMÉNYTÁR 


I. §. SZÁMSOROZATOK 


a) 
2. — VI5av 387298. 


3. lim xn — lim yn Av 4,79. 

noo n—oo 
zi: di hogy a differenciasorozat 0-sorozat, legegyszerűbben a következőképp lát- 
atjuk be: 


Yan E Yn-ti S Xnti E Xn és így dn — Yyn — Xn Syn — Xn 


Yn—1 Hi Xn—i - Yn—i — Xn—i 1 
s ———— —  —  —  — Xn. Mm e o z— — MESESETÉB 
2 n—1 9 9 dn 12? 
azaz 
L 1 L Vé 8 
sd sz acélt zet 
0 2d 574- 5748 Sg 1 1 TET Ülni 7 EÁ 
nb) 00 n2 00 


. 6. Elsősorban azt kell igazolnunk, hogy 0 a a a 1 és racionális x értékek esetén 
(egyelőre csak ilyenekre van értelmezve az a? kifejezés) - 


ax aaa, ha xy 5 Xg, ; 
és hasonlóképpen 1l Z a Z co esetén 
ax 5 as, ha xy 5 xs. 


Ezután azt kell igazolnunk, hogy található az XI, Xg, X35 s e s Xn; s e s illetve Xi, X25. 009 
Xn; : s . racionális számoknak egy-egy olyan sorozata, amelyekkel az axi, axs, axs, . . . aXny s 6 
sorozat egyrészről, az axi ax:,..s., axn,s.. SOrozat másrészről intervallumskatulyá- 
zást képeznek — amelyeknek magja b, Ha egyszersmind az (xn) és (xn) sorozatok is 
Kea képgerzsás etádááaás képeznek (ezt keli tulajdonképpen igazoljnunk) x maggal, akkor 
valóban ax — b. 


1 £ 


vV2 


sz Ve Vio 
72 a)V2 az1,63; 0b)47 az133,.46 c) 3 
b) 


a ! 1. Valamennyi tételt a Cauchy-kritérium felhasználásával igazolhatjuk. Azt kell 
— — csak meggondolnunk, hogy ha (jn) egy, a természetes számokból álló tetszőle- 
ges sorozat, amelyben a természetes számok legfeljebb egyszer szerepelnek, k pedie 


1. §. a)—b) B) 10. 177 


egy tetszőleges természetes szám, akkor mindig megadható egy olyan ny — n(k) index, 
hogy a sie. 


Jn, -H1; Jnot2;. Jak3) aes 


sorozatban már nem fordul elő k-nál kisebb szám. Ez utóbbi tény bizonyítása pedig azon 
alapul, hogy véges számú szám között mindig van legnagyobb. Ha tehát az 1-es szám az 
n,-edik elem (ha az 1-es nem szerepel, akkor n, — 0), a 2-es szám az n3-edik elem a soro- 
zatban stb., akkor az : 
n, z max (n. na, . s e "kt 

választás megfelel. 
3. A 2. feladat alapján intervallumskatulyázással és az exponenciális függvény mono- 
tonitásának felhasználásával igazolható. 

1 


6. Az a" zz b helyettesítéssel visszavezethető az 1.§0) a) 5. feladatban igazolt tételre. 
(L. az 1. § b) a) 7. feladatot is !) 


8. Lásd az 1. § b) a) 5., 6. és 7. feladatot, 
10. — a) Tekintsük az (Aas) sorozatot. Minthogy kun — 1 4 xa és Xn 7 0, ha nC oo, 
továbbá az y — kX függvény folytonos az x — 0 hely környezetében, következik az állítás, 
b) Tekintsük a ( (dn 4 1)!) sorozatot. 
c) Gondoljuk meg, hogy a p" függvény folytonos az x — 0 hely környezetében. 
12.  — Az1.§a) a) 11. feladat mintájára járhatunk el, 
13. A Cauchy-kritériumot használhatjuk fel, vagy a konvergencia definicióját magát. 
14. — Járjunk el az I, § a) a) 11., 12. feladatokban ismertetett módon. 
15. — Ugyanez lehet a módszer, mint amelyet az I. § a) a) 7. feladatban ismertünk meg. 
16. — a), b) és c) Lásd az I. § a) a) I4. feladatot. i 
17.  a)ésb) Lásd az 1. § a) a) 14., 16. feladatot. 
18. — Használjuk fel az (a — b) : (at -k ab 4- 52?) — a? — B" relációt; 


1 1 
20. — Hogy a j1a(1 - 7) § illetve az 17) sorozat 0-sorozat, az eddigiek alapján 
. tl AZ (HK 
könnyen igazolható. De akkor különbségsorozatuk is az, 


1 


LB ] 1. limnlef — 1) — I. Meghatározhatjuk azonban az 1.§ b) 8) 3. feladat 


no oo 


mintájára, függvénytani segédeszközök nélkül is a határértéket, 


l l 


2, Szat t — zz hl. 
kest 

4. lim n (Vbz — 1) — In (limb,) — nd, ha 29-40. 
na oo n—p oo 


. Igazolása az l. §. b) B) 3. feladatban bemutatott második. módszer alapján történhet, 

Ugyanígy mutatható ki, hogy a reláció megfordítható, azaz, ha (xan) sorozat konvergens, 
.lim x, 

a (ba) sorozat is konvergál, éspedig az e77"" értékhez, . ; 


. . y . yy 
9, lim 1cos— $4t4sin—i — d), 
n1— 00 n n 
. xn Je 
10. A sorozat konvergens. lim cos ——-—e 3, 
ne n 


12 Műszaki matematikai gyakorlatok — 44231/VI. 
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1 1 1 
Y ] 3 A sorozat —1 — a —£ — esetén konvergál, éspedig: lim xn —— — 18 — a, 
4 n— oo 2 4 


a S —1 esetén van ugyan az x — a -t x? egyenletnek két gyöke, de a sorozat már nem 
konvergál. Mindezt az I..§ b) y) 1. feladata alapján is könnyen megállapíthatjuk. 
4. Végezzük el az xan — sin? 2tn helyettesítést. Így könnyen megállapíthatjuk, hogy 


xx 
ú 4. esetén a t — 0 értékhez, t, — c esetén a t - értékhez konvergál a sorozat. 
A [0, I] intervallumból választva tehát az xg értékét: 


3 . ; 3 3 
lira xx — 0, ha xz2Z—; limxs — xi —x ——, ha xy — —. 
n—poo 4 n1—oo 4 4 
1 ve ; 1 1 
5. A sorozat — — S a esetén konvergál. limx, — ——-t [/-ta, 
4. Eső 2 4 
l 


3 1 
6. A sorozat a 5 0 esetben konvergál, éspedig lim x — 5 -- Fi -Has 
noe 


1 j 1 
7. A sorozat akkor és csakis akkor konvergens, ha e S x, 5 e" , 


Ezt pl. az 1. § b) y) 1. feladatban igazoltak alapján tudjuk megmutatni. Speciálisan: 


x, — V2 esetében lim xn — 2; xg — 1,3 esetében lim xan av 1,472. . 


n— oo no 0 
8. Akkor és csakis akkor konvergál a sorozat, ha a 5 0 és g 5 0. Határértéke: 
lim Yn - Va . 
n— oo 
9. A sorozat akkor és csakis akkor konvergál, ha b 5 0; 


éspedig: lim xn — 
no 


3 Hl, h a:-b— 


Ji ; 
10. a) A sorozat csak k s — 7 esetében lehet konvergens, éspedig ha k — 0, akkor 


l 
minden / 5 — 1 értéknél konvergál a sorozat, e ak X0 esetén pedig akkor, ha 


1 l 
— sé zze, sat val : , , 13 
z 5 [7 tk. A határérték 


1 1 ks0 és I5 —1 
lim Xn — ( 2kz—L ésin -1-[/6 
megát ol 11 Lo, 1 I 

9 Ek ha ks szg es —m— ME jen 


l 1 
b) k c — PI esetén nem konvergál a sorozat. Ha — Fi Sk 40, akkor / minden 
0-tól, illetve az alábbi Zn sorozat minden elemétől különböző értékénél konvergál a sorozat, 


1 1 
éspedig a — 7 őlő hé 34 k értékhez, 


1. S. bb—ce) a) 13. 179 
k s 0 esetén szintén a — — ze an -- k értékhez konvergál a sorozat ! bármilyen 


értékénél, kivéve, ha / — 0, vagy zédis ha ! értéke az alábbi sorozat bármely elemének 
értékével egyezik: 


k k 


tEk ? a SEA Zn41 -— — 3. ss Azaz 
1 


2, k; zzz BESE 
n 


1 
ing zsé e 5 tk, ha egek és IZ0; IzZzn (n — 0, I, 2, .,..) 


11. A sorozat a, minden olyan értékénél konvergál, rzpedig az l értékhez, amely külön- 
bözik 0-tól, illetve az alábbi (vn) sorozat bármely elemétől: 


1 2 1 
Vg — —; V) — —; ss 03 Ut 1 — ———— te. 
3 
azaz, ha a / Ve (n z 0, l, 2, .. 2); akkor lim dn ezaz L, 

no 
13. V1O as 3,1623. 


1 4. Az 1.§ b) y) 1. feladata alapján azt mondhatjuk, hogy a konvergencia sebességére 
a g értéke jellemző. Ennek alapján becsülhető pl. a két sorozat konvergenciája. 


15. x bármely értékénél konvergens a sorozat; lim xs — 0. 
n—pso 


j fi 
16. Az x 5 5 tg x legkisebb pozitív gyöke 4 értékes jegyre pontosan; x, az 1,166, 
17. xx at 18955. 18. xiv —1842; x,Axs 1,147. 


[ 2. imxy—p—1l. 3 lima,—ey, 


"h—poo n— oo 


c) 


. ji . . 
a I 3. lim dn esztltagsátzzt 5, lim Xn zi € : 7. lm Ün - 0 
noe 4 NO 50 n—pog 
hó ? , . l 
8. A sorozat konvergens, határértéke: lim b, — 9 
no 


mk 
9. lim cn —Varazdas...axk. Célszerű a következő átalakítást felhasználnit 


no oo 
(4 


n Nn n 
Va th Va: th... F Var 


- [egz - 1) -- Ké ás ez L9 sss 


k 
n o :. n 
T— Í 1 5: 1 n a, A2St l ... n ak tsánis l w 
hane) a ak] je E TF n(Vak ) 

n n k 

l 
11. A sorozat konvergens; lim yy ——. 12. A sorozat konvergens; lim xn — — —, 
GAS 2 Napos 3 


l 
13. Konvergens ; lim ya — — . 
n—oo 3 


129 
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tt 


14. Az (an) sorozat konvergens, a íbnj sorozat határozottan divergál; lim an ss 
fi! V2 no 
2yz 4 
ft I j 
15. lim un — — —. 18. lim ap — 0. 19. lim bi 5 e 
n—zoo 4 n1—poo no 
5 
20. im cn — 0; lim d, — e? . 
n0o0 nb 00 
L 97 e A 
21. lim nÍ l -- 7) - e] s- — —, Ezt pl. így mutathatjuk kis; 
n6 oo n 2 


Az A. II. kötet 10. §-ában igazoltuk, hogy az 


ear] ez tajt 


sorozatok intervallumskatulyázást képeznek. Tekintsük most általában az 


11 ra lé (0 S-S1) 


sorozatokat, Könnyen kimutatható, hogy bármely 


LESSEE 


; f é ll . ! 
sorozatpár intervallumskatulyázást képez, ha 0 -e — 58 illetve 5 4£8e.S1 és n 


1 n-k sre 
sorozat még felülről, de az 


már elég nagy. Ez annyit jelent, hogy az új VE 
n 


na 4) [ — [1 1 lag c 42] - ej z[/ ag - [/ -k 


ha n már elég nagy. Mivel pedig 


1 
je ve 1 HEGGK 
lim n[1- haz) [h—-(g6el; imn[1-[15-- 
no oo B n 2 ) 6) 00 n 2 


állításunk ebből azonnal adódik. 


l 


22. A sorozat konvergens, határértéke: lim az — — , 
n—se0 4 
(ag 
2 sin5 — 
j 1— cosa nm 2 ; 1 
B ] 2 lim b - ———  — ——  , 4, lim un — a -t a 4 —, 
n— so G I a It no so 3 
T4 se 2p-t1 
5. A sorozat konvergens, határértéke: lim az — ú 


no eo p-t 1 


1. §. c) a) 14. y) 21. 181 


. JT 
6. A sorozat konvergens, határértéke: lim uz — 5" 
no 00 
, , e: 2 
7. A sorozat konvergens, határértéke: lim yn —— , 
nos IT 
. j bb b — a , 9 ? .. , , . 
8. a) lim gn — — 49 . Célszerű először a (In ga) sorozat határértékét számítani. 
NO o00 e ta 
e b ir a . ? [/ d e .. I , Lé Lé [d , sal 
b) lim hn — -— ———  . Célszerű először az § — ; sorozat határértékét számítani, 
n—3os Ilndb—lÍna hn 


T ! 2. Tekintsük először az 1Xxn — x3) 0-sorozatot; gondoljuk meg, hogy 
XV—X FX XT se tbAn XT XL. -t X2TF sss. t Xn nx XT Xgtovet Xn 


Ezaz szar X. 
n n n n 
n 
RO oo no oo Pegi 
5 i Ha az (ln yn) sorozatot tekintjük, alkalmazható az 1. § c) y) 1.-ben kimondot 
tétel, . 
l 
6. 1im d z  —g 8. lim Yn zt ln 2 () 
1— 00 e Rn 00 
9. A sorozat konvergens, határértéke: lim z, — 0 , 
Nn—poo 


04 


12. Igazolnunk kell, hogy az a. — SZT ETNEREL ET EKTE S 
1 p.! 90... y 9.60.. CO u 


számok kielégí- 
tik a Toeplitz-tétel feltételeit. 
13. A b) alatti tétel visszavezethető a 12. feladatban igazolt tételre, az a) alatti viszont 
a b) alattira, vagy megfordítva is. 


j ; 2n— 1 
15. A sorozat konvergens. lim xn — lim V — zzz j2. 
n—oo n—3o0 Vn 


17. Az 1. § c) y) 4. feladatban igazolt tételt célszerű felhasználni, 


18. Az (xn) sorozat nem konvergens, mert Xn — 9; X2na —P és pZzag. Az (ya) 
sorozat konvergens; líim yi —Vp:g. . 
no o0o 


B (áltüki 


20. A sorozat konvergens, . határértéke: lim Hé ds HAAS alá száj 
2n 
64 


m— 
zési . 1) oo 


. (2nt 2(2n1 1 
sz lm ———-—  ——  — 
1—so0 (n -t 1)? 


e 


j VEZESSE KSS ARE SE EE MEZESE TÉS SESZEERTSE 
21. — A sorozat konvergens, határértéke: lim —j(n 4 1) (n - 2) . . . 2n — 
no oo 


Hi (a -t- 1 (n 3 2)... 2n 
(im (n 3-1) (n -- 2) (n t- 3) ...2n sí on Hl 
n1—poo nn i 7 ESÉS n(ín -- 1). , . (2n — 2) 


(ín — 1jn-—1 
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22. — a) lim ay — 0. (A Cauchy-tétel alapján.) 
nb 00 


b) lim ba 5 0. (Az l. § c) y]) 12. feladat tétele szerint.) 


n— 00 
c) lim cnn — 0. (Visszavezethető a 21. feladat b) relációjára.) 
no 00 
4 
23. A sorozat konvergens, határértéke: lim xa — 1 24. lim un — — 
N mo no e 
dése edik V2 I 1 
25. A sorozat konvergens, határértéke: lim yn — —. 26. lim xn — —— , 
n— oo 2 n—pos a i- l 
27. Konvergens mindhárom sorozat. 
5 je l : l : 2 
a) lim ay ——; b)limbe-——; c)lim cnn — — 
n—poo 2 hN— o 3 n— so 3 
a-b n 
28. lim xn — lim 8 sz: 
n— ro no 50 n 
29. Minden olyan esetben, ha b nem egyenlő egy negatív egész számmal, konvergens 
a sorozat. 
vé ra ! l, ha a sem egyenlő egy negatív egész számmal, 
gens é nt 0, ha a egyenlő egy negatív egész számmal, 
2-P—l o, szd 
Eg . a 
30. lim di 1—p P jú 
nb 50 


ln2, ha pzj-l. 


l — 2-Pp 
31. A sorozat a p 7 ) esetben konvergál ; éspedig, ha p:5£ 1, akkor lim va — EEINTS ; 
ho so 
ő j TETSZ HÉT 21—p—-1l 
p — 1 esetben vn nincs értelmezve n egyetlen értékére sem. Ha azonban az n BET 
D — 
21—p—-1 
kifejezést p — 1 esetben a lim n SZESEETT értékkel helyettesítjük, akkor p minden értékére 
pl IT 
I; 1 — 2-P 
im Un — ——— , 
no 0 új 2 
d) 
l . 
2. lim an — 4 lim; an — — 2. 3. lim ban ——; lim b —-—e. 
e 

4. lim an — —l; lim üg S Aa 

a) líim ba — lim ba — - 20. e) lim ban — —1; lim ba — 1. 

b) líim ba, — — co; lím ba — 4 o, f) lim dan — lim ba — limb — 0, 

HE közrzl n6O 50 
c) lim b, —limbn— —oo. , g) lim bn — a; lim ban — -k co. 


6. A reláció az ex függvény folytonosságából és a lim definiciójából következik. 
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9. Az egyenlőtlenség középső része triviális, bal és jobb oldala ugyanazon gordolat- 


egg zs zés szájak l 
menet alapján igazolható. Ha pl. a lim VI3xn] — A; lim [xan Ft] 


Xa EGG . 
jük, akkor csak B 2 oo esetén van , bizonyítani valónk". Ha B Z oo, akkor a lim definícója 
alapján bármely e-hoz megadható olyan v — (2) hogy 


zz B jelölést bevezet- 


f 


Xn 
[Xn SB-e, hacsak nzv. 


I Xn] 


Ezen egyenlőséget felírva az n — v; v -t I; v -t 2; . . .; v4-p — 1-re és összeszorozva 
majd átszorozva: 


VHFDP NET 
el ElnlBárd.  Vizris 849: [dA-. 


Minthogy az utóbbi egyenlőtlenségben e 5 0 megadása után v is rögzített, azért 


v-p 


Esz ka mlsmzzzáséáléti n 
Vas 5 1, ha p- 00. Ebből pedig már következik, hogy lm VI x]1]85 (Bt e) 
e y 


azaz, minthogy e tetszőlegesen kicsiny lehet: liimVIl e I £8, 9. e. d. 


2. §. VÉGTELEN SOROK KONVERGENCIA -KRITÉRIUMAI, 
MŰVELETEK SOROKKAL 


a) 
s : hi dik szel 
[d ; 2. A mém, 7 sor konvergens, hiszen n-edik szeleteg 
My S S : l -k S b ; ) 1-t-1 42 
ém t KGB kk F1]) jo esést 
3. A sor divergens, mert a 9 — sor, mint az 1. feladatban láttuk, divergens, 


k—1 
4. A g kvóciensű geometriai sor akkor és csakis akkor konvergál, ha]g] a 1. Ebből 
az általunk felírt sor úgy keletkezett, hogy véges számú tagot változtattunk meg, tehát 


ez is konvergens, hal]g] a I, de divergens, halg] 1. 


1 I 
5. A sor konvergens, minthogy cos (2n -t- 1) z — —I, 12 sor pedig konvergens 
(2. § a) a) 2. feladat). 
6. A sor konvergens, 


7. A csokoládé tényleges árát így számíthatjuk ki: 10 Ft-ért kaptunk egy csokoládét 
1 
és egy bont. A bon 7) csokoládé ETT bon ellenértéke stb. 10 Ft-ért tehát összesen 


1 L 4 sú 1 4 I 
— -t j ... 10n 90900 — kazi 


1 
l sei 
pi 10 3 100 1000 


9 
tábla csokoládét kapunk, egy tábla csokoládé ára tehát ténylegesen csak a " 10 — 9 Ft, 


Az ügyes vásárló kér 10 tábla csokoládét, 9-et kifizet (90 Ft), a tizediket pedig a 10 táb- 
lából kivett 10 bonnal fizeti, azaz valóban 9 Ft-ot fizet egy tábláért. 


980 . 
8, A csokoládé tényleges ára: ST Ft. Az ügyes vásárló kér 50 tábla kisbonos és 


5 tábla nagybonos csokoládét. 49 tábla kisbonos csokoládét kifizet (4900 Ft) az 50 darab 
kisbonnal kifizeti az 5 nagybonos táblát, az 5 nagybonnal pedig az 50-edik kisbonos táblát, 
980 


Az 55 tábláért 4900 Ft-ot fizet, azaz egy táblát épp NT BÉKÉT T Ft-ért vásárol, 
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o 


"B ; 4. A sort a konvergens xn "e7n sor majorálja (ezt pedig pl. a konvergens 
n7-1 


o z 


s I I 
Boz 2—n sor), sigy a B e—z " ln [1 -- 5] sor is konvergens. 


s1 zZ:1 


aa P(1--p)(2-t p)...(n 1 p) 


1149 (2-49)...(a-k 9) 
nem. egyenlő valamely negatív egész számmalésg5 pt 1. 
kezett gél ! l 
8. A a. iz — ] sor a minden értékénél konvergál, 
neiln n 4 a 


6. 


sor akkor és csakis akkor konvergál, ha g 


tépő 1 ? . 
15. A ös — sor a 5 I esetben konvergál, de a — 1 esetben divergens, 
n-1 7 
dő 1 i 
16. - sor a 5 1 esetében konvergál, a S 1] esetében divergál. 
aei nlog:n 


18, A Schlö ilch-kritérium a Raabe-kritérium közvetlen következménye. Azt kell 
a a. 3 z toe d éáíg ; 
csak meggondolnunk, hogy ln 11 — —] ay — — — éspedig annál jobb közelítéssel, minél 
n n 
nagyobb n. Ezt, sőt a pontosabb becslést is, amely szerint 
i la (1 -5) z aZ (an zza) 
n n 
és megadható egy olyan n — ny, index, amelyen túl 


an Pl, ha51l 


KE Én v ha a 2 1 [ Mácsak nz ny, 


könnyen igazolhatjuk az 1 . § c) a) 21. feladata alapján. 


n l — n 
19. n In ZET segí KAL ATSÁKER A — in[1 sansz D.1n e—r — —gxg, 
dn nal n3- 1 
a (0— x)(n— 1 — x).,.. (1 — 3 ; 
A Bé KÖzáleasá Aa kotet zltozalkás e KGZAÉSZA  eléssal as A sor tehát konvergens, ha x 5 1, de divergens 


n7-1 n! : ; 
ha x Z 1. x — 1 esetben a sor konvergens, minthogy minden tagja 0-val egyenlő, 
25. C az 0,577, 


[3 
26. a) Konvergens [majorálható a Sí sorral 


n:1 


e 


[3 
b) Konvergens [/majorálható a síp sorral. 


n—1 


; d 3 1 
c) Divergens [tagjai nem tartanak 0-hoz, hanem — -hez ). 
€ 
: MRS l 
d) Divergens (tagjai nem 0-hoz, hanem — -hez tartanak) , 
"e 


e) Konvergens [/pajorálható pl. a A en sorral] . 
nzal 
27. Igen, konvergens. 
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8 
28. a) Konvergens [majorálható a A sorral 8. 
n7 1 


ninin 


ezés 1 
b) Di inorálható a SETGETC KENETET 
) Divergens [minor Z nTDMNTD 


29. a) Konvergens. b) Konvergens. c) Konvergens. 


sorat . 


30. a) A Schlömilch-kritérium jól használható. A sor konvergens, 1 
b) A sor divergens. 
32. A sor akkor és csakis akkor konvergál, hap 5 2. 


33. A sor akkor és csakis akkor konvergál, ha p — 2. 
L s 
34. a) A sor akkor és csakis akkor konvergál, ha0 Sa c e 
l 
b) A sor akkor és csakis akkor konvergál, ha 0 Sa c ív (Ha a 2 0, a sor vég- 


telen sok tagja nincs értelmezve). 


35. a) Divergens. b) Divergens. c) Konvergens. 
a) xc4 

36. A sorok akkor és csakis akkor konvergálnak, ha b) xa 8 vagy x5 083 
c) xc1 

317. A sor konvergál, 38. Konvergens, 


39. A sor akkor és csakis akkor konvergál, ha a — 0, illetve a — kn (k — 3 1; 32 ; 
F 3; . . ) Megjegyezzük, hogy a sor szeletei zárt alakban állíthatók elő — és ebből fenti 
eredményünk közvetlenül kiolvasható. 
40. A sor akkor és csak akkor konvergál, ha a 2 an sor konvergál. Elégséges kritériu- 

; n71 : 3 
mot ad ezek alapján valamennyi eddig ismert kritérium. Így pl. a Raabe-kritérium alapján 

tását a j a , 

a B an Sin an sor konvergens, ha valamely n — n,-tól kezdve a s 1 - űz és a5 ll, 


a 
de divergens, ha valamely n — n, indextől kezdve ú 


Es] s1l-— sti stb. 


NN 


dan n 

41. —. a) Divergens. b) Konvergens. c) Divergens. d) Konvergens. e) Könvergens 
f) Divergens. g) Divergens. h) Divergens. k) Konvergens. 

42. a) A sor akkor és csak akkor konvergens, ha x S —1 


b) A sor x minden értékénél konvergens, 
c) A sor akkor és csak akkor konvergál, ha x 5 Il. ő 
d) A sor x minden pozitív értékére divergál, x — 1-et kivéve (használjuk fel, 
n 
hogy n (Vx — 1) € In xs; I. az 1.§ b) 8) 1. feladatát, vagy az integrálkritériumot; esetleg 
a 2.§ a) 8) 51. feladatában kimondott tételére is támaszkodhatunk). 
e) A sor x minden pozitív értékére divergál, x — e-t kivéve. 
f) A sor akkor és csakis akkor konvergál, hax 5 1. 


43. a) Divergens. b) Konvergens. c) Konvergens, 


44. — a) Konvergens. b) Konvergens. c) Konvergens. d) Konvergens. e) Divergens, 
f) Divergens. g) Konvergens. 


45. a) Konvergens. b) Konvergens. c) Konvergens. 
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46. Csak a d) és e) alatt megadott sorok konvergensek. 
47. A d) és e) alatt megadott sor kivételével valamennyi konvergens. 
48. A sor akkor és csakis akkor konvergál, ha.a) x 5 I; b) —ezgxcace 


3 
49. A sor akkor és csakis akkor konvergál, hap — 97 


50. A sor akkor és csakis akkor konvergens, ha x 5 a. 
52. a) Csak az a — 0 esetben. b) a minden értékére konvergens a sor, 
54. A Bertrand-féle sorok akkor és csakis akkor konvergensek, hhc 5 1. 
55. g 5 1 esetben. § 
l 1 veszít ! Stb 1 
val "aal "a 
— 1 ————-— — —  € 2 — .— h ——-— s 
fedés e — 1) (k 3- 1)9—! ezése ja sé ns tú (o — 1) ke—! 


Így tehát a 


setlt MEN £, 1 L l 6. 1 
ee EEEN TET ESŐ ES 


n-1 n-1 


becslésnél elkövetett hiba kisebb, mint 


ji 1 1 
ZET OZ EZTTZTT 


56. A sor akkor és csakis akkor konvergál, hag 5 1. 6 
57. a) A sor divergens. b) A sor könvergál, mert Arctg x 5 5 9 ha X—- 00 
y ! 2. A sor divergál. 3. A sor dívergál. 


6. A sr xzZk2n (k — 0; 315 325...) esetben konvergál csak, 
10. Igen, a sor konvergens (kielégíti a Leidniz-féle elégséges feltételeket). 


11. A sor konvergens. 12. A sor konvergál. 

13. A sor konvergens, 14. A sor (abszolút) konvergens. 

46. A sor x minden pozitív értékénél konvergens. 15. A sor dive:gál. " 
17. A sor divergál, 18. A sor divergál, 19. Igen, a sor konvergens, 


b) 


bg 1. A Cauchy—Bolzano-féle kritérium segítségével igen egyszerűen igazol- 
hatjuk ezt. Csak azt kell meggondolnunk, hogy 


lanltlanyial test] dnap IZ] dna TT nag Tee TF Antple 


-L VB 


5. A sor abszolút konvergens. A sorösszeg: a. EB HL 
9. A sor feltételesen konvergens, hiszen a Be — ún. harmonikus sor divergens 
n Z 
n-1 


(1. a 2.§ a) a) 1. feladatot.) Természetesen végtelen sokféleképp átrendezhető a sor úgy, 
hogy összege 4 legyen. Valamennyi átrendezés lehetősége azon múlik, hogy külön a pozitív 
előjelű tagokból alkotott és külön a negatív előjelű tagokból alkotott sor is divergens. Maga az 
átrendezés pl. így történhet: A pozitív előjelű tagokkal — eredeti sorrendjükben — kezdjük 
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az átrendezett sort mindaddig, míg összegük nagyobb nem lesz 4-nél. Amikor ez meg- 
történt, akkor — eredeti sorrendjükben — a negatív tagokkal folytatjuk a sort mindaddig, 
míg az összeg kisebb nem lesz négynél. Ekkor a még figyelembe nem vett pozitív előjelű 
tagokkal folytatjuk a sort — ismét eredeti sorrendjükben — mindaddig, míg az összeg 
négynél nagyobbá nem válik; ekkor ismét a negatív előjelű tagokkal folytatjuk a sort stb. 
Hogy az így kapott sor valóban konvergens, és összege négy, az közvetlenül következik 
az átrendezés felépítéséből és abból, hogy az eredeti sor tagjai egy 0-sorozat elemei (más- 
képp ugyanis feltételesen sem konvergálhatna az eredeti sor). Azt kell még igazolnunk, 
hogy konstrukciónk alapján valóban az eredeti sor egy átrendezett alakját kapjuk, más szóval, 
hogy az eredeti sor minden tagja egyszer és csakis egyszer előfordul az átrendezett sorban. 
Hogy legfeljebb egyszer fordul elő, az az átrendezés módjából közvetlenül következik, 
Hogy egyszer valóban szerepel, azt úgy bizonyíthatjuk, ha kimutatjuk, hogy a pozitív 
eiőjelű tagok közül egy kiválasztott tetszőleges indexű elem, a negatív előjelű tagok közül 
is egy tetszőleges indexű elem fellép az átrendezett sorban. E célból becsülnünk kell tudni 
— méghozzá alulról és felülről is — a 


99 te. 


— —— és a — 
zz 2n- 1 2 2n 
alakú sor egyes szeleteit. Erre a Cauchy — Mac Laurin-féle integrálkritériummal kapcsolat- 
ban levezetett becslőformula (2. § a) 8) 23. feladat) alkalmas. i 


B ; 4. a) Nem hagyhatjuk el a zárójeleket, mert a 2. §b) 8) 2. feladat a) pontjában 
kimondott szükséges és elégséges feltétel nem teljesül. I 


b) A zárójelek elhagyhatók, minthogy 
. Ézs I lnk 
— S (-D"ina E, 
n j n 


Sn—1 


1 
és ak S n feltétel mellett kes 50, han- oo. 


c), A zárójelek nem hagyhatók el (1. az a) jeladatot), 
d) A zárójelek elhagyhatók (Il. a b) feladato ). 
6. Az egyes sorokban álló elemekből alkotott végtelen sorok konvergensek. Az n-edik 
sorban álló elemek összege: 
n 
aln) - ja E) 8 
2 


2 


Az egyes oszlopokban álló elemek is konvergens végtelen sort alkotnak: 


zs1 


n- BI —( k JI l T— ) [/ k — ktl 
ts zzlikrilkri  kir2lkr2])l kri kr42" 
A sorösszegek összege: Í 
Sz(9-; l 5 1 
sszjit A 7) lő Vá lt 


Az oszlopösszegek összege: 


sár kk kk1 1 2 2 31 
Z lege iellz a) tl te 
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A sorösszegek összege tehát nem egyenlő az oszlopösszegek összegével, jóllehet minden 
szóba jövő sor konvergens volt. Ennek az az oka, hogy a nagy átrendezési tétellel kapcso- 
latos elégséges, főleg azonban a Markov-féle átrendezési tétellel kapcsolatos szükséges 
és elégséges feltételek nem teljesülnek, s így a sorösszegek összege nem is lehet egyenlő 
az oszlopoósszegek összegével. Ugyanis: 


9 a l (KtINY 1 (k-2jg 1 ESZA 
ú 6 le] feglesal ss ez8 


e. d sk iw l k-l l k--1 
ZET S E kt2 ) kátl ká42 
k-42 


és Így 
lim M4 — 17 0, a. e. d. 
k—3 os 


12. A Markov-féle sortranszformáció segítségével könnyen igazolhatjuk a reláció 
helyességét; 


1 1 1 
— ay — [/a 15 4a) t[/7 42 4 5 47aj-t ... 


Az átrendezés után használjuk még fel, hogy 


4ni la, — Aanac T— Ata: 4 


és 
1 ára 
ari (Aa 4 d4na,) — (ára, -t 47a;) Tt — , . . — 9ny1 ? 
haa 9 (— Dr an sor valóban konvergens. 
150 


l 4. A Cauchy-féle sorozat divergens (akkor is, ha megtartjuk a zórójeleket — tehát 
az egy átló mentén elhelyezkedő részletsorozatok összegét egyetlen tagként kezeljük — 
akkor is, ha elhagyjuk a zárójeleket). 


15. A Cauchy-féle sorozat divergens (zárójelekkel 15, azok nélkül is). 


Il 5. Minthogy a Cauchy-féle sorozat konvergenciájának csak elégséges, de nem szüksé- 
es feltétele, hogy az összeszorzott sorok abszolút konvergensek legyenek, lehet, hogy 
eltételesen konvergens sorok szorzata is konvergens. Hogy ilyenkor a szorzatsor összege 
csak az összeszorzott sorok összegének szorzatával lehet egyenlő, az a 2.§ 0) 8), illető- 
leg az 1. §b5) a) részben kimondott tételekből következik. Így pl. a 


S ÉS AVE? Mi ; ar (158 8 ; 
2 ze sor önmagával, vagy a be HI di sorral vett szorzata ilyen. Általában 
nz-z n7 3 


alternáló előjelű sorok Cauchy-féle szorzata konvergens sort ad, ha az egyes átlókban 

található részletszorzatok összege monoton csökkenően 0-hoz tart; ezen az alapon további 

olyan feltételesen konvergens sorokat adhatunk meg, amelyek CaucAy-féle szorzata kon- 

I a (—])nti aa (— ])eti 

vergens, Í Isa 5 sszzseg ésa ———  —— 
g gy pl.a 5 —; Pe 7; 


n7-] z1] 


sorok szorzata ilyen, ha az 


[6 A 
a 4 5 lis, ésa 8-7 7 5 1 feltétel is teljesül 
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f) 
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L 
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eJgE "OT 


, [682141 - bg 


z- aj MD B GÉP sm — — am — in Fa 


B ly s e I AE e GB GO Rm B — —— — gp — gp am e. 


80 


eIgp "6 


egg 


(16 XJUJ5Á 


3. §. FOURIER SOROK 
a) 
8 JJ 1. Pi()—(8in2— 5.5) £ (9 — 121n 2) - x. 


P(x) 88 in 2 — 5) - x (134— 192 : In 2) -t x(180l]n 2 — 125). 


P(x) — (192 2 Az) -h x (1415 —2040 In 2) 3- x2(4800 In 2 — 3327,5) -- 


- x3(2135 — 3080 ln 2) (Il. a 9. és 10. ábrát!) 
2. P(x) — V3 (2x— DD;  BP.(x) — [5 (6x? — 6x - 1); 
P(x) — VT (20x? — 30x? -- 12x 4 1); stb. 
Általában P(x) — aj(m 3 ajlmx -t alnx? - . .. 4 a) xn, 


ahol az am, aj(m, an, , , ., an(n) együttható-rendszert a következő n -k Il egyenlet hatá- 
rozza meg; 


1 
[Bá 0 (h— 0,1,2,.. 2 — 1), 


0 
5 (n) (n) (n) 
do n [7 1 n dan n 
3 bazi (n) fett mtémtmettlt 9.0... Sz TT, s 1, 
J Pál) dx ÓÓ EG HÉTESTTÉZ ter] 
n 
3. Az In (1 -- x) függvénynek a 8. feladat ortonormált rendszere szerinti első Fourier- 


együtthatói a következők: 
—(3 sz 25 
a — 21n 2 — Il; a, — V5Í5 — 2192] ; a. -V5[6112— 5] . 
stb. A sin x függvény együtthatói: ugyanebben a rendszerben 


a -1—cosl; a, —V3([(2sinl — (1-4 cos 1]; az —)V5(6sin 1 3- 11 cos 1 — 11). 


. sin 2x sin 3x sin 4x ma Sin ax 
v] 5. y(x) "sin x - 2 -H 3 Fk fi ht... A —— s 


n7-1 16 
A sor mindenütt az y(x)-hez konvergál, kivéve a 0; 3 27re; t-4rc; . . . helyeket, ahol 0-hoz 
(a bal és jobb oldali határérték számtani közepéhez) konvergál. A konvergencia minden 
olyan zárt intervallumon egyenletes, amely nem tartalmaz égyetlen szakadási helyet sem. 
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—. FOJ:zsinx 4 sinex 4 SÍD3X , SÍTÉK sin5x 


-§ 


2 
11. ábra 
49 kaszál HK: ás 
1. y(x) E 3 zi s s cos nx — — sin nx), 
" n—1 n , n 
ha? 
? 
Pi ax 
pt 

.6 
; [J 
? 
; Í 
íj [ 
i j 
F(X) f .! ; 
t ) 
8 ; 
S e 
; 
t ? 
1 ] 
; 
1 
10 
, ) 
) ) 
Csá ) ! 
48 új i 

) 
ex) ér 


Í 3 Tt 2 (pecosnx ég sinnx, 


12. ábra 


8. 8. b) y) 5—10. 193 
illetve 


iget S (—1a zt cos ax, 
n-1l1 


Mindkét sor mindenütt, sőt az első mindenütt egyenletesen konvergál. A második 


sor csak azokon a zárt intervallumokon konvergál egyenletesen, amelyek nem tartalmazzák 
egyik szakadási helyet sem. (L. az ábrát.) 


d y ál 
g I yaXx jú 
1 12 s 
Új [4 
g 0 
j e 
10 ő 3 
3 a 
j 8 j 
3 ; 
ÍJ 
1 g 
g 
SAV 3 
g 
1 2 ; 
; 
je gr "9 
-5 -3 40] 1 3 5 7 9 XX 
Fixja7 3 (-1 ls c0s0x 
13. ábra 
ar cos(Zn kex 
9. 9 MENNY SEETEEET CSE; 
VE 2 (2n tk 1) 
A sor mindenütt abszolút és egyenletesen konvergál. 
sin a 
10. ytx) — 5 S (Des cos nx). 
ns1 
A sor mindenütt egyenletesen és abszolút konvefgál. I 
COS az 20. 
szan ötezer elt Sá " 
x 
meat Zrt: 
ag an COS.a9t 4a 
ggg —— r— SZ S 
kár sin ag " sinan - 5 GITTET 
138 b 


Műszaki matematikai gyakorlatok — 44231/VI. 
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l 1; (x) : -k Si L)a 83 cos nx 
s II 2a bezeg 3 -" aZ 3 n jú 
3 segál 4 . 2 : s 
12. y(x) je 2 És kzt 5a) sin nx. 


8 A sor mindenütt konvergál, és az x — 0; t25x; 3-4mx;. . . helyeket nem tartalmazó 
bármely zárt intervallumon egyenletesen konvergál. A sorbafejtett függvény első derivált- 
jának az x — 0; $2m; 34zx; . . . helyeken megszüntethető, a második deriváltnak ugyanitt 
első fajú szakadása van. A sort tagonként differenciálva, az így kapott sor az x — 0; 27; 
tár . . . helyek kivételével konvergál (éspedig a sorbafejtett függvény első deriváltjához) ; 
a 0, 127; . . . helyeken azonban a sor határozottan divergál ! A kétszeri közbeni formális 
differenciálással kapott sor szintén konvergál a 0; -£-2n; 34rxr;... helyek kivételével 
(éspedig a sorbafejtett függvény második deriváltjához), a 0; 3-2r... helyeken határo- 
zottan divergál. A -bsr; -Et3mx; tőmx;... helyeken, ahol az eredeti függvény második 
deriváltja nincs definiálva, a Fourier-sor a bal és jobb oldali határérték számtani közepéhez, 
0-hoz konvergál. Az egyszeri differenciálással nyert sor egyenletesen konvergál minden 
olyan zárt intervallumon, amely nem tartalmazza a 0; -k2m; iáz; i-Sőzx; ... helyek 
egyikét sem, a kétszeri differenciálással nyert sor viszont azokon a zárt intervallumokon, 
amelyek a 0; -- nr; 27; 337; . , . helyek egyikét sem tartalmazzák. ; 


13. a) 
l 1 
a a LE — co . 
y TÖEMÉG sx 


A , sor" mindenütt egyznletesen , konv:rgál" a függvényhez, 


aa Sin nx cos ny 
b) z(x)n DD —— —. 
az n 
A sor niinden olyan zárt intervallumon egyenletesen konvergál, amely nem tartalmazza az 
xz thy; tyitli; ty- 4zx, ... pontok egyikét sem. A sor mindenütt a sorbafejtett 
függvényt állítja elő. 


a 2Zsin2nax a 2cos2nax 
14.  Boer-1i(x) S(—1)k —— ——— ; Eek(x) S (—1)k-i ————— — , 
ak—1(x) S ( ) ám ESET ek(x) 7 (—1) 2 TEVST 
1 € (—1nti 
c) y(x) "v — s E COS NX. fi 
j NH -0 n3 — — 
4 


A sor mindenütt abszolút és egyenletesen konvergál a sorbafeitett függvényhez, 


2 2 (—1m—i. 1 
d) y) s Ba sza élzáeszzűés PE SERYBB 


3 
n—0 ha 1 


A sor mindenütt abszolút és egyenletesen konvergál a sorbafejtett függvényhez, 


sin nx, 


2 o 
e) yt) 2 (— e] 
n—-1 


n3 — 1 


A sor mindenütt a sorbafejtendő függvényhez konvergál, de csak azokon a zárt intervai! umo 
kon egyenletesen, amelyek nem tartalmazzák a -t mx; --3mx; -tőrm; ,.. helyek egyikét 
sem. Felhívjuk a figyelmet arra, hogy a d) feladatban szereplő sor formális tagonkénti 


3. §. b) y) 11—08) 5. 196 

integrálásával az ittenitől teljesen eltérő sort kapunk. Ennek az az oka, hogy az 
x 

] sin n8 ] dő függvény nem 27 periódusú, Hogy viszont a d) alatti sor formális differen- 


ciálásával kapott sor az itt megadottól csak előjelben különbözik, az a sin nx függvénynek a 


differenciálással, illetve integrálással kapcsolatos ismeretes ,,periodicitásának" tulajdonít- 
ható; ti, i 
Óz; ti § 
"a, B d 8 
j sin xdx - — —sinx, 
dx 
2 
a Palan cos nx 3- (nt — b)sinnx) . 
ö ] 2. y(x) "sv — fe (b — n92 2 an? S 
, ag a ( [an (b — n3) — 8, an] cos nx (an an -- fn(b — n3)) sin mr] 
3. y(x) 4 b -k 2 ; (n? a b) -k an? (n? — b) 2.4 ga e. 


4. Ha a 5 0, akkor (csillapított rezgés esete) csak a triviális y— 0 megoldás adódhat. 
Ha azonban a — 0 és b valamilyen természetes szám négyzete, akkor esetleg a homogén 
egyenletnek lehetnek a triviálistól különböző megoldásai is, minthogy ekkor az előbbiekben 
felírt megoldási módszer (függetlenül attól, hogy homogén vagy inhomogén egyenletről 
van szó) értelmetlenségre vezet, Viszont az 


y" - — ky 
differenciálegyenletet az y — A cos kx 1- Bsinkx alakú függvények kielégítik, tetszőle- 
ges 4Aés B együtthatók mellett, és e függvények , Foruier-sorok", iletve trigonometrikus 
polinomok, ha k természetes szám. Hasonlóképp, ha a — 0 és b — k? TR? ahol k természe- 
tes szám, akkor az 


differenciálegyenletet az A cos k T x t Bsin kT x függvények A és B tetszőleges értéke 


mellett kielégítik, és ezek 27 periódusú, azaz Fourtier-sorba fejthető megoldásai a differenciál- 
egyenletnek. . 


4ym mM sin (2n-t L) a . 
5, U(£) ld p7 a ét —enED S111 (2n -- 1) x 


és így a (2k 3- 19-edik harmonikus amplitudója U(t) maximumának százalékában 
400 l 


Hozz aeri ni"? egyenlő, 
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4. §. SORÖSSZEGEK SZÁMÍTÁSTECHNIKÁJA. 


a) ; 
ön 1 2n ht 1 
§ ———  — — alanti. d 2- ], 
söttll Jöt. E erve ásé e ki bal KÉÉTTE GT 
5. A sor konvergens, összege 
ju 142 (6-kn MS aa j 
Ne E e Eső EN 
no 245 6 4 n][8-56-ám] "79 s45(6dm "79 245(6-a) 


z4 2 ERÉNEÉS ET SY MSGARRE többi SARKA 
er zi 21 sgeyl 9 
6. A Sor önfetess, ha x 5 I; ez esetben: 
Zo iátettMEBENBES : 2 IRAMRNNKN EEEN SRE 
na (xtD)(xH2)...(xhbtn xi" 


E, . . 109 
7. 3 arc tg — — ; 9. — A sor összege: ETT 
jr ek jh. sktögakáát ak 
y  59IJ0T1TDWVTF2D...GtntHth) y- 
a(a -t- 1) (a t- 2) . . . (a -t n) b—1 
b) 1 ssel dette zá eztet Te álétszl setttl HELLA ÉS BÉR ztzzétíttt 
- ) ÉT ESTTEON a. (b 4 n) bdb—-a-—1 


185. Használjuk fel, hogy cega—tga — 2ctg2 a, 


10. hay5s xp 0. 


hadsatil23]1 


a) ] 3. 6ocu sets Ahá bes mák sam in 2. 
n7-1 
4. SZETT 8 ni EZ chy2 
6, s EZ mag; s E me hb 


n:0 nza0 


4. 8. a) a)— 8) 14. 197 


7. Megszorozzuk az 1 -- 1x 4 2x8 3- 4x8 3- , , . sort 1 — x — x? — x8 -nal, így poli- 
nomot kapunk. Ennek alapján 


1 
ÖL NEe öket sálat ls eln dé ize EKE ET TNE TT / (IxI c 1) 
1 1 l SARTERL 64 
tut De 176 
8. — A sorösszeg: B. 57 578 
1 
10 hös öszszálli e 
" taTg 397" 1 —x—xa 5" 
x x x? L.-t x? Xx 
; FSÁBAENSÉSÉEY VEGHESE [e ggg E e t — — S]. 
13 S AGY SÁS 70T ÖNÉ 77 arctgx—- (x15D 
l x x 1 1 
szma ülezz sz tálba sense ős] esze álanzezse —-3 xl81 
1-2.3 t 3-á.g TT 3-1. úg i ale ) Sápez a úi (Ize ) 
3 ő 7 13 ts 
x x x ej E 
S — — ———— a as 1. 
x15-R-g te Ím dxisD 
0 


"zet első és harmadik hatványsor által definiált függvény a teljes — oo — x 2 00 számközre 
ytatható analitikusan, a második — co — x Z 1 közre terjeszthető ki. — 


1 1 lL:3 
14. ező egyepzzunyi EZTET SE 66065 1e 
m 2 tratzagt i i 
l 1-3 L-3:5:7 2 
— gk ———— 4 ———— ——— —  —— (s, a PB. 
2 2"4:6 2"4"-6:-8:10 2 


1 1-3 1l:"3-b5b-:7 2-1 
més ezés ee SK 


1 ségb te És d; 1 1 tj ii 
AG tötaér TT LÉTT szál rö tallkotta ina 275 
1 1 l V2n 
l eeegjálásszszlllsrez áá szea e ezzantlsazadíllisssazű 900645 
1 só Mk ll 1 In 2. 
9 9 .4 a Tr ss 
1 j j Il 


Ta es is sztést ——— — sz 
5" 33 Tas Tir s Tt Tara t-t sss in [7 
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wz 1 1 7 IBalt e 
RL Acsál öle Zanr mama 7 ep 
ze L szált ! sszttlítáti 1 1 d) Bal (2 ajak 
— 1)jn—i — Bs sztést dee [ses ezése [1 sek szg 
4. 2 c L)n Bese 2 a 2 njak (1 T] 2 04] 
7 El; S sss fagy S zs 
e ML ta a eF ... ge (2n HI 1): ém (6n HE 3): 
7 Wes L 7 22—1 
a LÉRE OTT TETT ad ETET ri Bak] 7 
sezütlltt szdllli i 1 1 1 
ül ÉT orsg ak -kETYEKÉMEZTTTT lázÉ 
tig fi nt 8 ezt 1 32 — 3 a 
Pe cczesav ásta szt Error ásáeet "Eme 
11. L. a 4. § b) 0) feladatát is. 
; s Y2k-bi 
12 5. igan. A D Ex (5) 
I Z ön FÜR TTV 
s ; ; 21n2 
2 n4án—-m 2 jj 
1 38 53 
Ea JES4 Bag évén 
1 l égsz ösa fi szá báji on 
11644 — 3(363-4 " 5644 ess 6" 
Eetáss SESÉSE ; 5 SZNETERRE S eEEARE E TEREK ZERO ye zEÉ s 
1(4-16-- 1) MESS BAZE RD 2 " 
—21n2—l 
2 ATTI ZETT In 2 l 
ö[ 4 I lesse léslas ELESEN 35 iny7 — In 2 
j 2 4 5 7 8 "10 jé ást Elé 
k- 1 nt 
5. a) 2 CSE Gá L. 
tési kezes casiztlllti : sg 1 181 7? 
b) Z ari d má ey a (I5n)s 1800" 
1  í§ 1 o 1 1 22 
c) Vsog éa Va Vag aa gi "TSZ Éaltas S ző En: T 15 


2? 4 5? 1? 83 217 


4. §. a) y) 2—8) 7. 199 


1-2 1-2. k 1 Lj 
9. a) 1.8" 1 3. 5 si ENNE § TUTTE TETU az 9" 
u (49 2n c (x9 mm 1 
et etéál ERENE EE ELsá KEST B s st ES g 
7 2 2ktUDI 373 "7 Pa (2kH2! 18 2 
jegai l 3 1 egi l n? 1 
ba KOTSEZSZEEZEKE S ÉSz SSE uzi 6 —— — ] sz — — — 1n3 2, 
7 —n(4m—g 2 9 ús ) 2 am 192. 
f) l szer d; t ln 2 
4 7 10 904609. —- V3 
5 9 13 
10 F Kt át F 93 gi F nt 39 F 5x2 a 192. 
Ká ae le a B aárú T lBL eb Tám TT le 
1 
E s 1 Ve ; E, —— l ; E; sz 2; E; — D24-és 


és általában Er-14()a re rlljetee (2) Bet E 
Az (Fn) sorozatra nem érdemes rekurziós formulát adni, hanem az 


az "E 1 § an 1 n? 
ez zgpzgagaj ös FTP S sújt 


a 


h2ay 57 TIGTB 1282 Eg tt Égamtee 


n50 


. l 1 
ahol a, B, y, . . . az —————— — — 0 tészlettörtekre bontásában 
j i ül: (1-4 1)(n 4 2...(n tp) . n-t 1 


1x72i 737 s... Számlálója) felbontás alapján számíthatjuk ; — itt ugyanis 


l 
——————— lett ESETE TET 
áz nIHNxD részlettörtekre bontás jsláé számítható, Ente a Em 7 me pedig visz 


00 - b. 


1 Jt 
szavezethető a —— — Sorra, amelynek összege — , 


1 
7. a) S — css 1,2021 b sa sát I 
2 7 ; ) 2 gp 5 9130213 
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9. a) x minden (negatív egész számoktól különböző) értékére 
5 - 
0 051(01-1)...(0,1 -4- a) 


b) x minden értékére 


1 1 
CRELEZS NESZ TEHET CHELENES EEME VSZ . s hsz 24, 47. 
eza iii taxa tt ] ; 


2 1 67n 1 zi 8-2 
— — ——.-mm mmmmmemeee——— o —— 6 szi 0,01 lú 1074 ké e zaj 9... 1 1714. 
2 zt TAE0OI 6 e e" -k -z s , 


n7- 


c) x minden pozitív értékénél (bár a jobboldal x iülgden értékénél konvergens) 
1 Fi l 1 3; l 2 ! 4 j 4 1 4. j új. 
01" 2 01-LI 3 MENASZEt ee og "aaa aga 
aszt! 1 3 aa O02n 0,01 
e 52-i s E ene ez S áj 
nez nai ( (n 4 0, (n-kO1)Y3  n? 6 sza [n" (n 4 0,01)] 
iz j 


n? ne? 
— 3 - 100 — 0,211 már - 99,789, 


(Az eredmények Markov-féle sortranszformáció révén adódtak.) . 


10. — (Euler-féle sortranszformáció révén adódnak az eredmények.) 

Az első egyenlőség a minden (negatív egész számoktól különböző) értékére érvényes, 
A jobb oldal a minden értékénél gyorsabban konvergál, mint a bal oldal. 

A második egyenlőség a. minden (negatív egész számoktól különböző) értékére érvé- 

nyes, hh— 1 c 821. Ha 8 S — 1, illetve 8 5 1, akkor a, egyetlen értékére sem érvé- 
nyes az egyenlőség, ! HaOoSB8SI, akkor a jobb oldal, ha — 1 € 8 3 0, akkor a bal oldal 
konvergál gyorsabban. 
11, Minthogy az egyenlőségek az Euler-féle sortranszformáció elvégzése révén adódtak 
(éspedig úgy, hogy a bal oldali sorokon ES HEE el az Euler-féle sortranszformációt), tehát 
akkor és csakis akkor érvényesek, ha a bal oldali sorok konvergensek (és minden tagjuk értel- 
mezett; ha véges számú tagjuk nem értelmezett — 1. pl. a 4. § a) e) 10. feladat első egyen- 
lőségét — , akkor megtörténhet, hogy a jobb oldal nem konvergens). 


1 
12. HA p-E — sort erősen átrendezve (minthogy a sor abszolút konvergens — ha egy- 
általán sé eső — az erős átrendezés nem változtathat az összegen): 


3537--SÍSZ - 3 NN Élni - 35 TT 


n 


00. L ji . 
A 2 7-7 fort zárt alakban megadni nem tudjuk, de át tudjuk rendezni a 6. § a) e) 8. 
nel Ag 


feladatában bevezetett Sp — 2 Jár kifejezések szerint. Ugyanis: 
2 ZT FESZ - 315-]-3 eszi " n— 32] 3 Za] 
aa SI - ÍS sej 7 ZD) Spe lt ZD 49) — 1 Sp 
$ a pm pan 


sm] ( pm2 pra2 


oo 


4. §. a) e) 9—b) 9. 201 


ahol u"(p) jelenti a p természetes szám 2-nél nem kisebb összes természetes osztójának 
számát, ésa 9 Sp relációt felhasználva (I. a 4. § a) e) 8. feladatát), Hogy az itt több- 


, ps2 ; 
ször alkalmazott nagy átrendezési tételt minden esetben jogosan használtuk, igen könnyen 
igazolható, 


b) 


1. Az igazolásnak — illetve a reláció származtatásának — alapgondolata ugyanaz, mint 
amit a Taylor-sor maradéktagja integrálalakjának bevezetésénél felhasználtunk, 
9. szalat a aa aal sa azár él LÉT TESTÉT prvcll a 


B3k4-a 


TB RK ETEK FB) eF" 


ahol 0 d úr(n) a 1, 


Kar — he 


5. §. VÉGTELEN SZORZATOK 


t. 
a ] 4. A szorzat konvergens. IT - STEVE TEETETI Él a. 


1 
5. A Ba ln (1 — 7) sor divergens. j 


1 
6. A [H (1 - 5) szorzat is divergens. Emellett 


TT (1 1) 3 4 N-t1 N-I1 
T [ása] ező N 2 


Ezek szerint 


o 


— ])n—1 
7. A szorzat konvergens. [ő 11 -k ET ma 1. 
n-l 


B ] 2. A szorzat akkor és csakis akkor konvergál, hh a 5 1. - 
j 3. A szorzat akkor és csakis akkor konvergál, ha a 5 1. 
5. A szorzat akkor és csakis akkor konvergál, ha [x] c l. 


6. A szorzatok konvergensek. 
haj 
nel 2 vasi 2n-t1. 4 
a ss 9) IT h Tr ee mr] égő 
d rar én 3 ) ILL MET ESTETET STI 3 
0 n 
, mTb-(g1- 
n::0 
őgssi "at 2 
9. A szorzat konvergál. cos — sz — , 
KK 2n Tt 


5. §. a)—8) 8. 203 


Fi an t ba a 
12. 1 — bn — and) ] —m a "b. TI155—]-5 
1 1 t (an n nbn) ] IT ba n3 
00 8 szőke 00 j ASZ sa 
II [1 -4- (dnén — ba — ca) ] — C. 11 [ - Tz 6; E 


y ] 1 Ez a részletszorzatok sorozatára alkalmazott Cáuchy-féle kritérium közvetlen 
következménye. 


3. Pl. az 


gbesedt-gtez aba 


l 
szorzat konvergál, ha — "nd a. —, holott sem a s a) — 2 ———— — , sem pedig a 


n:s1 " nm1 (nk Dee r§ 1) 

maz szt 2 ? 1 Tj 
2 — Eeen áz ze Ne sine 

ez sgáát issene ge 0 le él 


sor nem konvergens. 
10. A szorzat konvergens, minthogy D an és DD a? is konvergensek, 
12. A szorzat divergál. 


(2 n) !1! 2 JET iz In(2n—1) 
4. (2n— 1)1! V 
16. A szorzat konvergens. s 


[/) j 6. A [I (1 -k HÉ illetve a IT6 — 2) szorzat — a 6. § c) 8) 1. feladata 
n7-1 4 


n-1 
. — 1] 
szerint — x egyetlen 0-tól különböző értékére sem konvergál. A [1 T E ag EZSÉB ) — e] 


szorzat ezzel szemben x minden értékére konvergál, de nyilván (csak) Telfötöleség: Ez 
a szorzat egyébként az egész — cc € x a oo számegyenesen egyenletesen konvergál. 


v ő A TI (1-4 xn), a [1 (1— xn) és a ITu -- (— x)n] szorzat akkor és csakis 
na1 

akkor konvergál, ha [xÍ c 1. A konvergencia disz abszolút. Emellett — bármilyen 

2-nél kisebb pozitív szé mot jelent is ej, illetve e, — mindhárom szorzat egyenletesen 

konvergál a — 1 e, Sx 61 — e; intervallumon. 


8. Mindkét szorzat x minden értékénél (éspedig abszolút) konvergens; a konvergencia 
mindkét szorzat esetén egyenletes a teljes — co a x a oo szakaszon, 


ge x sin x shx 
[/ cos — — ? TT e ch 
ez] 2n x 


nz] 


j x x x x x 
A sin x sz 2sin — cos— — 2$ sín — cos— cos— —, 
( 2 2 4 4 2 957 
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: Xx x x x x 
] — 2 h -- — sz 23 h — h — h— mv... 
iletve a shx s 5 ch 9 s ű c 7? c 7 


félációt, továbbá a 


I .  Xx sin nx . . . .x j 
lim 29 sin — — lim — x,  — ill. a lim 28sh— — lim mm X 
ns 00 2n n200 n n1—os 2n n— oo n 


relációt kell figyelembe vennünk és a határátmenetek jogosságát precízen igazolnunk.,) 
11. Megjegyezzük, hogy egyedül a 6. § c) ő) 10. feladatra támaszkodva is megadhat- 
juk a keresett szorzat értékét, hiszen 


sn2ax 4 x 


EÜ ET áaó ZA LÉRTTT ESETT N (— 090 2 X5 00) 


12. . tgzx—nx // [1-4 SRE agásáT TT EGEKET 
nz1 Ín ín MESE 2) — n2x? 


3. Mindkét szorzat egyenletesen konvergál a teljes számegyenesen. A 6. § c) ő) 10. 
feladat mintjára könnyen igazolható, hogy 


. x? , shx 

IT (1 a erjizéee (— 00 LL Xx 2 09) 
00 4xi 

IT [E sssgzzájaj b (— vog x 2 00) 
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